Designteori: Kirkmans skolflickeproblem

Foljande problem formulerades av Kirkman 1847:

Vi har en skolklass med 15 flickor. De gar varje dag en promenad i 5 grupper
om 3 flickor i varje.

Gar det att ordna ett schema for promenader under 7 dagar sa att varje par av
flickor gar tillsammans exakt en dag?

Obs: 7 dagar kommer att kridvas. Men ar det mojligt?

Intressanta féljdproblem

Det finns en 16sning pa problemet som bygger pa utnyttjandet av tva andra
strukturer. Dessa &r

e Steinerska trippelsystem.
e Turneringar.

Bada dessa strukturer studeras inom designteori. De var kidnda redan av Kirk-
man och utgor en del av den klassiska kombinatoriken. Deras tillimpningar
stréicker sig langt utover Kirkmans ursprungliga problem.

Steinerska trippelsystem

Om vi har n st element ar ett Steinerskt trippelsystem (STS) en méngd av
tripplar (delméngder av storlek 3) si att varje par av element ligger i exakt en
trippel.

Turneringar

Om vi har n st element &r en turnering en uppdelning i ett minimalt antal
omgangar dar varje omgang bestar av disjunkta par och sa att varje par finns
med i exakt en omgang.

Mer exakt:
Om n ér jamnt har vi n — 1 omgangar var och en bestaende av 5 par.
Om n &r udda har vi n omgangar var och en bestaende av @ par.

Skiss till 16sning av Kirkmans problem

Man kan dela in flickorna i en grupp A om 7 flickor och en grupp B om 8 flickor.
Till A konstruerar man ett STS med 7 tripplar.

Till B konstruerar man en turnering i 7 omgangar med 4 par i varje omgang.
Sedan bildas 35 tripplar genom att

1. Vi tar de 7 som kommer fran A.

2. Vi kombinerar varje omgang i B med en flicka fran A. Flickan sorteras sedan
in i de 4 paren i sin omgang. Det ger de 6vriga 28 tripplarna.

Dessa tripplar bildar ett STS pa méngden av 15 flickor. Problemet som aterstar
ar att dela in tripplarna i dagar.



Analys av turneringar

Gar turneringar alltid att konstruera? Ja, ganska enkelt.

Vi téanker oss att elementen dr numrerade 0,1, --n — 1.

Antag forst att n &r udda. For varje tal k finns det @ par (z,y) si att
x4y =k (modn)

Dessa par utgér omgang k for k0 <k <n— 1.

Antag att n 4r jamnt. Tag bort n — 1. Anvind ovanstiende metod pa de n — 1
aterstiende talen. Givet k finns det unikt ¢ si att 2i = k (modn). Lagg till paret
(i,n — 1) till omgangen.

Analys av STS

For vilka n finns det STS?

Hur méanga tripplar innehaller de?

I hur ménga tripplar ligger varje element?
Vi besvarar fragorna med dubbelrikning.

Dubbelrikningstekniken

Vi besvarar fragorna i omvand ordning.

1. Fixera ett element z. Rdkna antalet par (y,T) dér y # = och T &r en trippel
som innehaller bade z och y.

a. Det finns n — 1 val av y. Varje val ger unikt 7. Det finns n — 1 par.

b. Antag att x ligger i r tripplar. For varje trippel finns det 2 val av y. Det finns
alltsa 2r par.

2r=n—1ochr= (”;1) oberoende av .

2. Vi riknar antalet par (z,T") dir T dr en trippel som innehaller z.

a. Antag att det finns m tripplar. Varje trippel innehéaller 3 element. Det finns
alltsa 3m par.

b. Varje element ligger i =2 tripplar. Det finns dirfor 2L par.
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No6dvindigt krav for STS

Om det skall kunna finnas ett STS méaste n = 1 eller 3 (mod6).

Det ar 14tt att visa for vi vet att bade @ och @ maste vara heltal.

Sa n maste vara udda. n har da formen 6k + 1,6k + 3 eller 6k + 5. Men i det
sista fallet &r n(n — 1) = 6m + 4 och kan inte vara delbart med 6.

Alltsa &r n = 6k + 1 eller 6k + 3.
Tillrackliga krav?

Ar det nédvindiga kravet ocksa tillrickligt? Det &r det faktiskt. Det gar att
ange metoder for konstruktion av STS om n = 1 eller 3 (mod6). Men det &r en
komplicerad process. Vi ger ett exempel:

n="r:

Foljande ar ett Steinerskt trippelsystem

(0.1,3), (0,2.6), (0,4,5), (1,2,4),

(1,5,6), (2,3,5), (3,4,5)

Detta STS kan beskrivas kompaktare. Det bestar av (i, 1 + 4,3 + i) (mod7) for
0<1<L6.



Generalisering av STS

Man kan tycka att kraven pa ett STS &ar ritt speciella. De inbjuder till genera-
liseringar i olika riktningar:

o Istéllet for tripplar kan vi titta pa méngder av storlek k.

e Istéllet for par kan vi ténka oss att det &r t-méngder som skall ligga i
k-méngderna. Kréver forstas att ¢ < k.

o Istéllet for att kréva att varje méngd av storlek ¢ skall ligga i exakt en
méngd av storlek k£ kan vi krdva att den skall ligga i exakt A\ st méngder.

Designs

En ¢t — (v, k, \) design dr ett system av k-delméngder av talen {1,---v} s& att
varje t-delméangd ligger i exakt A st av k-delméngderna. k-delméngderna kallas
block.

Ex: Ett STS &r en 2 — (v, 3,1) design.

Ex: Sa kallade reguljara familjer &r 1 — (v, k, r) designs.

Naturliga fragor
e Finns det designs for alla val av v, k, A, t7
e Om de finns, hur manga block innehaller de da?
e Ligger alla element i samma antal block? Vilket dr det antalet i s& fall?
Antal block per element

Fixera x. Lat r, vara antalet block som z ligger i.

Dubbelrikna antalet par (T, B) diar T ar en t-delméngd som innehéller z och
B &r ett block som innehaller 7.

1. T kan konstrueras pa (1’:11) satt. Till varje T finns A\ block som innehéaller T
Det ger A(}7}) par.

2. Det finns r, block som innehaller x. For varje sadant kan 1" viljas pa (’Z:ll)
siitt. Det ger 7, (¥}) par.

Sa

)

Detta tal ar oberoende av x. Vi kallar det r.

Te =

Antalet block

Vi dubbelriknar antalet par (T, B) dir T ar en godtycklig t-méngd.

1. Det finns (’t’) st t--méangder. Var och en av dem ligger i A block. Det ger )\(1’)
par.

2. Det antar att det finns b block. Varje block innehaller (¥) st ¢-delméingder.
Det ger b(’;) par.

Vi far




No6dvindiga krav pa en design

Vi ser att t < k < v skall gélla.
%)
(V)
Uttrycket for r kan forenklas. Vi ser att vr = bk.

Det ger att % maste vara heltal.

Dessa krav ar nodvéindiga. Men de ar inte tillrackliga.

Ingen har lyckats formulera enkla krav pa parametrarna som ar bade nédvéndiga

och tillriackliga for existens av en design.

maste vara heltal.

Vi sldpper pa kraven

Antag att v, k,¢ &r givna. Gar det d& att hitta A si att en ¢t — (v, k, \) design
existerar?

Trivial 16sning;:

Tag alla k-delméngder. Varje t-delméngd ligger i A = ,’;—:’; st k-delméngder.

Hardare krav

Den triviala 16sningen innehéaller onddigt manga block. Dessutom &r vi intres-
serade av 16sningar som inte ar triviala. Sddana l6sningar kan konstrueras med
féljande metod.

Bilda en (V) x (})-matris M som ér indexerad efter t-delméngder och k-delméngder.
Satt m;; = 1 om t-delméngd nr ¢ ligger i k-delméngd nr j. Sdtt m,;; = 0 annars.
Matrisen har fler kolumner &n rader. Det finns darfor en icke-trivial 16sning T
till Mz = 0. Lat —d vara det mest negativa talet i . Sétt @} = x; + d. Da ar
' >0.

Vi konstruerar nu en design:

Om z; > 0 sa viljer vi x; st exemplar av k-méngd nr j.

Detta ger en design med A = (}_1)d.

Obs: Detta kraver att vi tillater att man kan vilja flera kopior av k-delméngderna.
Om man inte tillater det blir problemet mycket svarare.

Losbart problem: Reguljara familjer

Vi vill konstruera en 1 — (v, k,r) design utan att anvinda flera kopior av k-
delméngderna.

Fér att det skall fungera méste b= % vara ett heltal som &r < (7).

Vilj ut b st olika k-delméngder. Kalla méngden med delméngder for F. For
varje tal x berdknar vi r, = antalet block som x &r med i. Medelvérdet for r,
over alla x ar r.

Om r, = r for alla x har vi hittat var design. Om inte maste det finnas r, > r
och r, < r. D4 finns det en méngd U U {z} € F sa att U U {y} ¢ F. byt da ut
U U {z} mot U U {y} i F. Fortsitt dnda tills r, = r for alla .



