Sannolikhetstillimpningar

Problem:

Vi genomfor en slumpvandring pa reella axeln. Vi borjar i 0 och gar at vianster
eller hoger slumpmaéssigt.

p( vénster ) = p( hoger ) = 1.

e Vad ar sannolikheten att vi kommer tillbaka till 07
e Om vi kommer tillbaka, vad dr medelvardet for tiden det tar?

e Vad &r sannolikheten att vi kommer till en viss annan position 7
Sannolikhetsgenererande funktioner

X ar en stokastisk variabel som antar virden 0,1,2,---.
Talen p; = p(X = 1) utgdr sannolikhetsfunktionen for X.
Gx(t) = po+pit+pat? +--- dr den sannolikhetsgenererande funktionen till X.

Exempel

Bernoulliférdelning:
p=1l-p=q¢p=p
Gx(t)=q+pt
Binomialférdelning;:
pr = (3)p"q" 0<k<n
Gx(t) = (g+pt)"
Likformig fordelning:
pr=1 0<k<n-1
Gx(t)=L(1+t+2 4 +1)=1 (%)
Poissonférdelning:
AR
Pr = %7€ ,
Gx(t)=e M1+ it + 312 +--) =D

Egenskaper hos sannolikhetsgenererande funktioner

Gx(0) =po

Gx(1)=po+pr1+---=1

G’ (t) = p1 + 2pat + 3pst® + - -

G'x(1) =p1 +2p2+3p3+--- = E(X)
Exempel

Bernoulli:

Gx(t)=q+pt "t =p

G (1) =p = E(X)

Binomial:

Gx(t) = (g +pt)" G'x (t) = np(q + pt)"~*

G (1) = np = B(X)

Likformig;:

Gx(t)=L2(1+t+2+ 1) =1 (L::)
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Poisson:

Gx(t) = eMt—1)
Gy (t) = A1)
Gx(1) =2 = E(X)

Geometrisk fordelning

Vad ar sannolikheten att man far krona forst vid kast k vid slantsingling?

pr=(3)" po =0
Gx(t) =20, 5% 1_1% =35
Gx(t) = (21)2

G (1) =2=E(X)

Produkter

Om X; och X5 dr tva oberoende variabler och X3 = X7 + X5 géller:
GXS (t) = GXI (t)GXz (t)

Ex :
Tva binomialférdelningar
Gx, (t) = (¢ +pt)™, Gx,(t) = (g +pt)™

GX3 (t) — (q +pt)n1+n2
Vi far en ny binomialférdelning.

En approximation

Om X &r en binomialférdelning, n &r stort, p ar litet och A = np s ar X
approximativt poissonférdelad med parameter A.

Bevis:

Gx(t)=(g+pt)" = (1+pt—1)" =

(14 2(t—1)" ~ A1)

Slumpvandring

Vi ténker oss forst att vi har asymmetri:

p( hoger ) = p, p( vinster ) =¢=1—p

Sétt fo(n) = sannolikheten att vi atervinder till 0 for forsta gngen efter n steg.
( fo(0) =0, fo(n) =0 da n &r udda.)

Sétt fo = sannolikheten for att vi ndgonsin aterviander.

fo= fo(2) + fo(4) + fo(6) +---



Beridkning av fj

Antag att n = 2k.

Antalet sétt att ga fran 0 pa positiva sidan i 2k s& att forsta aterkomsten ar vid
2k =

Antalet sétt att ga fran 0 till 2k — 2 utan att nagonsin vara pa vénster sida om
0.

Detta ar ekvivalent med konstruktion av vélformat parentesutryck som gjordes
pa foreldsning 6. (Vinsterparentes motsvarar steg at hoger o.s.v.) P4 foreldsning
6 visades att detta tal &r ¢ = %(Qkk__f).

Sannolikheten for varje sadan vandring &r p*q”.

fo(n) =0 om n = 0 eller udda.

fo(2k) = 2pqu% (2::12) (Faktorn 2 kommer av att vi kan befinna oss till hoger
eller viinster om 0.)

Genererande funktion

Fo(t) = 2(pat (o)t°+ s

Pra5 (1) 4 - pE e () 4 )
Fran foreldsning 5 vet vi att

St 1 ()b = 50 - VI— 1)
Det ger

Fo(t) =1 —+/1 — 4pqt?

Summering

Jo=F1)=1—1—4pg=
1—/T—dp+4p? =
1-/@p—12=

1= [2p—1]=1-|p—q|

Om p > % kan vi sitta fo =2(1 —p
Speciellt far vi fo=1omp =g =
tillbaka till 0.

).
%. Sannolikheten ar alltsd 1 att vi kommer

Vad ar tiden for aterkomst?

Medelvérdet for aterkomsttiden dr Fj(1). Vi tittar bara pa fallet p = g = %
B ==

Fé(l) = hthl \/ﬁ = o0

Medelvirdet for aterkomsttiden &r alltsa odndlig.

Ett annat synsétt

Lat po(n) vara sannolikheten att vi befinner oss i 0 efter n steg. (Men inte
nodvindigtvis {or forsta gingen.)

Det gar ganska latt att se att

po(0) =1

po(n) = 0 om n ar udda.

po(2k) = p*a* ().

Men po(0), po(1),--- ger ingen sannolikhetsfunktion eftersom sannolikheterna,
till skillnad fran fo(0), fo(1),---, inte anger uteslutande sannolikheter.



Genererande funktion

Sétt Po(t) = Yoo po(i)t.

Det gar att se att po(n) = fo(1)po(n — 1) + fo(2)po(n —2) 4+ - + fo(n)po(0)
Det betyder att

Po(t) = 1+ Fo(t)Po(t)

Bot) = =rm
Om Fy(t) =1 maste Py(1) = oo.
Det betyder att po(0) + po(1) + -+ = o0

En generell princip

Antag att vi har en slumpvandring pa nagon mer avancerad struktur. Fixera en
startpunkt 0. Antag att strukturen och vandringen uppfyller nadgot som kallas
rums- och tidshomogenitet.

Lat fo(n) = sannolikhet f6r aterkomst till 0 for forsta gangen efter n steg.

Lat po(n) = sannolikheten att vara i 0 efter n steg.

Vi sitter fo(0) = 0 och pp(0) = 1.

Da géller
Py(t) =1 +1Fo(t)Po(t)
() = =rm

Da géller ocksa
p( Aterkomst till 0 ) = 1 & Y232 po(i) = o0

Vart problem 16st pa nytt séatt

Vi kan forsoka visa att Y k = 0% 4% (215 ) = oc. Det kan gdras med en approxi-
mation:

Stirlings formel: logm! ~ mlogm — m + % log m.

log (%) ~ 2klog2 — Llogk + 3 log2

log 7 () ~ —3 logk

Det betyder att po(k) ~ % fér nagon konstant C.

Det ger > oo po(k) = > 1o, ﬁ = oo.
Sannolikhet for att komma till andra punkter

Vi antar att p = ¢ = % Lat f(o,i(n) = sannolikheten for att komma till 4 for
forsta gangen efter n steg vid start fran 0.

Lat fo,i) = Domeo J(0,i)(n) = sannolikheten for att nagonsin komma till ¢ vid
start fran 0.

Det gar att visa att fo) =1 for alla i.

Bevisskiss

Vi ser litt att fo ) > 0 for alla k. Vi kan speciellt vélja k = —i. Homogeniteten
i rum och tid och att p = ¢ ger att sannolikheten att atervinda fran —¢ till

0= f0,-
Det ger

(1= fo) = fo,—iy(1 = fo.5))
Eftersom vi vet att fo =1 och fg,_;) > 0 maste f; = 1.



Analys av Quicksort

(Enlig Cameron)
En lista L sorteras genom att

e Vi tar forsta elementet a i L.

e Skapar listor L™, LT si att
L= <a, LT >a.

e Sorterar L~ och L+ med Quicksort rekursivt.
e Sitter ihop resultaten.
Antal jamforelser

Lat g, = medelvirde for antalet jamforelser som kravs for att sortera en lista
av langd n.
Vi forsoker berdkna ¢, .

Rekursion:

Qn:n_l'F%ZZ:l(Qk—l +Qn—k) n>2
qnzn—l+%zz;éqk n > 2.

(9o =q =0)

Genererande funktion

Multiplicera med nx™ och summera:
Dy " =

Yoo n(n = Da™ + 23707 (S0 g )a”
Vinsterledet = 2Q’(z)

Yoo an(n—1)a™ = ij—;ﬁ = %
Sista termen blir

2qe2® + (g2 + @)t +---) =

2+ +a 4 ) (a2 g2 +-0) =
2 Q(x)

l1—-x

Differentialekvation

Q'(2) = T2 + 15Q()

Generell formel: Q'(z) = f(x)Q(x) + g(z) har 16sningen Q(z) = CeF®) 4
eF@) [e=FMg(t)dt

I vart fall ar F(z) = —2log(1 — z),

eFx) — (1_1I)2

e FWg(t) = 2 -2

1—
[e FWg(t)dt = 2log(1l — z) — 22
@) [ e FWg(t)dt = 2EET — 225
lo —xz)+x
Q(x) = (1935)2 — X %iw)g+ )
Eftersom Q(0) = 0 far vi C' = 0.
log(l—z)+x
Q(z) = — 2o




Approximation

—2(log(1 — ) +2) =2(5 + £ +---)
=20 n—i+1)=2n+1) ", L —4n
Men Z?:l % ~ logn

Det ger ¢, ~ 2nlogn



