Nagra problem

Foreldsningen dgnades at detaljerad 16sning av nagra problem. En kort sam-
manfattning ges nedan:

Antal binira trad

Lat t¢,, vara antalet bindra trad med n noder. Med binért tradd menar vi ett
rotat trad dér varje nod har 0,1 eller 2 séner. Man sérskiljer vinstersoner och
hégersoner. Med denna standard blir t.ex. t5 = 2.

Ange en formel for t,.

Losningsskiss: Svaret ar t, = ¢,41 = %_H(QS)

Ett sdtt att visa det ar att dela in tradet i vanster och hoger deltrad.

Det ger rekursionen

tp =totp—1 +titn_o+ - tplpn_g—1+ - +tn_1to

Vi definierar tg = 1

Om vi gor varibelbytet t/, = ¢,_1 ser vi att ¢/, uppfyller samma rekursionsekva-
tion som ¢,. Det visar att t;, = ¢, och att t, =t | = cpy.

Alternativt kan vi ange en bijektion mellan antalet produkter av n faktorer och
antalet bindra trdd med n — 1 noder. Det kan ga till sa héar:

En produkt kan beskrivas med ett binért trad med n 16v och dar varje icke-16v
har grad 2. Stryk alla 16ven i trddet. Det ger binért trdd med n — 1 noder.

Vilformade parentesuttryck

Ett vélformat parentesuttryck har formen (()())((()()))() t.ex.

Ett exempel pé ett parentesuttryck som inte dr vélformat ar (()))(())(().

Lat p, vara antalet vilformade parentesutryck med n vinsterparenteser (och
hogerparenteser). Bestdm vérdet pa p,.

Losning: Svaret dr ocksa hér p,, = ¢,41 Lat 2k vara forsta positionen i strangen
med parenteser dér vinsterparenteserna matchar hogerparenteserna. 2 < 2k <
2n. Det finns pg_1pn—k sddana uttryck. Det ger rekursionen

DPn = PoPn—1 -+ Pk—1Pn—k + - - Pn—1po dér vi sétter po = 1.

Det &r samma rekursion som for binédra trad och har darfér samma I6sning.

Problem 11 i fran kap 4 i Cameron

Losningsskiss:

a. For berdkning av s(n) delar vi in i tva fall:

1. Sekvensen har zx < n — 1. Det finns s(n — 1) sddana sekvenser.

2. x, = n. Da maste xx_1 < [§]. Det finns s(|%]) sddana sekvenser.

Det ger s(n) = s(n —1) +s(|5]).

For att visa ekvationen for den genererande funktionen &r det enklast att be-
rikna t"-koeflicienten for vénsterledet och hogerledet och se att de blir lika.
Villkoret for att de skall vara lika &r precis rekursionsvillkoret.

b. Man kan genom experiment komma fram till hypotesen u(n)—u(n—1) = @
For att visa det verkar det enklast(?) att definiera en typ av sekvenser som vi
kallar v-sekvenser. De &r sekvenser som uppfyller x;11 > ;. Vi kan definiera
v(n) som antalet v-sekvenser med 1 < z; < n.

Vi kan skapa en bijektion mellan en sekvens (z1,z2, - ,xx) och en v-sekvens
genom att definiera (y1,y2, - yr) = (1,21 + 22, - @1 + T2+ - -+ ). Det gar
att se att (y1,ye, - yr) maste vara en v-sekvens.



Man kan nu se att u(n) — u(n — 1) = v(n — 1). Det aterstar da att visa att
vin—1) = 5(2—") for alla n. Det kan visas genom induktion éver n. (Anvénd
rekursionsekvationen fran a.)



