Genererande funktioner

Om f(0), f(1),---, f(n) ar en talfoljd sa &r

F(z) = f(0)+ f(L)z + f(2)2® + -+, f(n)2™ + - - - dess genererande funktion.
Funktionen kan alltid skrivas pa serieform

tox. o+ & + L 4.

och ibland pé sluten form

t.ex —log(l — z).

Kombinatorisk metod med gen funk
Vi vill berdkna f(n) for alla (eller nagot) n.

e Dela upp problemet i delar som kan beskrivas med genererande funktioner.

e Kombinera delarna s& att vi far en sluten form pa en genererande funktion
F(z) till problemet.

e Utveckla F'(z) pa serieform.
Exempel. Heltalssummor

Hur manga 16sningar har
1+ a0+ +xp=n x; >07
Varje 16sning har formen a; + as + - + ax = n.
Skriv Fy (z) = (1+$1+x2+. . .+$")(1+x1+$2+. cex™) (1+x1+$2+. ™)
(k faktorer)
Berédkna sedan x™-koefficienten.
Begransningen till 1 + z' + 22 4+ - - + 2™ &r egentligen onddig.
Sitt in 1+ 2! + 2% + -+ = ;= istillet.
Fa)= 1o 1 = (ljx)k
e = (L= )% = L (D) (a2 e+ (17 (P oo
s({— s[—k]s k]° n+k—
(-1 () = (-1 E = B = ().
nJrkfl)

z"-koefficienten = (
(Som vi sett tidigare)

Tva metoder for att anvinda gen funk

e Hantering av “summor” produkter av genererande funktioner.

e Liosning av rekursionsekvationer.
Rekursionsekvationer

Repetition av lite kdinda saker.

Klassiskt exempel: Fibonacci.
fO)=1f1)=1,f(2)=2,--
f(n)=fn=1)+ f(n—2).

F(2) = £(0) + f(Lja + f(2)a® + -
fn)a™ = f(n—1)z" + f(n —2)2™ n > 2.
Summera:

Donep f(n)a =300 fln — D)a™ + 3707, f(n — 2)a"



F(x)—1—z=aF(z) — 2z +2?F(x)
(1-—xz—2?)F(z) =1
F(x) =

o= () ()

Generell formel

Rekursionsekvationen

a(n) = cra(n —1) 4+ cea(n —2) n > 2
a(0) =ap, a(l) = a1

ger

A(JZ) _ ap+(a1—ag)z

l1—cixz—cox?
Formel for hogre ordningens rekursionsekvation finns.

Variation pa summaproblemet

r1+zo+ - +xp=nx > 1. .
F(z) = (x4224+- (w4224 ) - (w4224 ) = 2F (I—z+2?+ ) = (m—

1—x)k
x"-koefficienten i F(z) blir 2" *-koefficienten i (lf’;)k = ((”_S)jck—l) =("2}).

Alla termer 0 eller 1

Vifar F(z) = (1+2)(1+z)---(1+2)=(1+2)*
a"-koefficienten blir (¥)
(naturligtvis, eller hur?)

Generellt summaproblem

1+ 2o+ -+ xp =N

Antag att forsta termen méste ha nagot av viardena ay,as, - - -
Andra termen méaste ha nagot av virdena by, bs, - - -

0.8.V.

D4 blir

F(l‘) — (:Ual 492 +...)(xb1 +xb2 +)

Exempel

Antag att forsta termen i
1+ 2T+ -+ xp=n
maste vara jamn.

F($)=(1+$2+$4+"')(L)k_1

k—1
_ 1 1
T 1-22 \1-x '

Partition av heltal

Vi arbetar hér med en lite annorlunda tolkning av summaproblemet.
Vi begransar inte antalet termer.

Den forsta termen far ha virde

0,1,2,3,---. Det motsvarar ett val av ett antal ettor.

Den andra termen far ha virde



0,2,4,---. Det motsvarar ett val av ett antal tvaor

0.5.V.

Siatt P(z) = (1+x+22+-- )1 +22+2* +-- )1 +a3+2°+---) ... =
1 1 1

11—z 1—22 1—23

z™-koefficienten ger p(n).
Vad &r P(x)?

P(z) &ar definierad som en oéndlig produkt. Om —1 < z < 1 si gir virdet av
P(z) att berdkna med analytiska metoder.

Virdet pa varje x"-koefficient gar ocksa att berdkna med analytiska metoder.
Men de gar dven att berdkna med algebraiska metoder:

Om n ar fixerat fas x™-koeflicienten &ven som x"-koefficienten i

P,(z) = 1+z+2?+ - 2™)(1+z+a?+- - xQL%J)(1+x+$2+. .. 1-3L%J) o (142™)
som gar att berédkna.

Men P(z) har ingen enkel sluten form!

Speciell typ av partition (1)

Bestdm antalet partitioner av n med alla delar udda.
Vi anger problemets genererande funktion P, (z).
Px)=(04+a+22+-- )1 +23+a20+..-).--

1 1 1
T—z 1—23 1—-a° 1—-=z7
Det finns ingen kénd enkel sluten form for funktionen.

Speciell typ av partition (2)

Bestam antalet partitioner av n i distinkta termer.

Vi bestdmmer ocksé hér en genererande funktion Py(x).
Py(x) = (1 +2)(1+2?)(1+2°)(L+a%)---.

Inte heller hér finns det en enkel sluten form.

En mystisk identitet

pu(n) = pa(n) for alla n!

Bevis:
Vi visar att P,(z) = Py(x).
_ 1-a?
l+2=5" .
1+2%2= %:;
6
1+2% = =5
0.5.V.
1 1 1
Pu@)==1% = =5 5
1 1—2®> 1 1-z* 1 1-2f
1—-z 1—22 1—23 1—2% 1—25% 1—af
1+2)1+22)1+23) - = Py(x)

Exponentiellt genererande funktion



Om a(0),a(1),a(2), - -4 ar en talfoljd s& ar

A(z) = a(0) + @x + %xz +oee %x” + - -+ talfoljdens exponentiellt genere-
rande funktion.

Ex:

1,1, 1, - ger A(z) =e*

1, k, k2, --- ger A(z) = ek

oL, 1!, 2! -+ ger A(x) =

1z

Fordelar med exp gen funk
e Ger gen funk med sluten form &ven fér mycket snabbt vixande talfljder.

e Klarar vissa typer av rekursionsekvationer som inte har konstanta koefli-
cienter.

e Héanger ihop med en metod som kallas exponentialformeln.
Derangements

Hur ménga fixpunktsfria permutationer av {1,---n} finns det?

Antalet kallas d(n).

Ett annat séitt att uttrycka det ar att d(n) anger antalet séitt att dela in
{1,---n}icykler av lingd > 2.

Vi forsoker berékna seriens exponentiellt genererande funktion D(z).

Rekursionsformel

dn)=(Mn-1)(dn—-1)+dn—-2)) n>2.

d(0)=1d(1)=0

Bevis: n kan placeras i cykel pa 2 sétt.

1. I 2-cykel med ett tal i. Talet ¢ kan viljas pa n — 1 sétt. Resten av talen kan
permuteras pa d(n — 2) sitt. Totalt (n — 1)d(n — 2) sétt.

Det forklarar ena termen i rekursionsekvationen.

2. T en cykel av langd > 3. Vilj en fixpunktsfri permutation 7 av {1,--- ,n—1}.
Det finns d(n—1) sddana. Vilj ett tal ki {1,--- ,n—1}. Kan viljas pa n—1 sitt.
Antag att w(k) = j. Definiera en ny permutation 7’ si att 7' (k) = n, 7'(n) = j
och 7/(i) = 7(¢) annars. Denna konstruktion kan géras pa (n — 1)d(n — 1) sétt.
Det forklarar andra termen.

dn)=(mn—-1)dn—1)+d(n—2))

Genererande funktion

dn)=Mn-1)dn—-1)+dn—-2)) n>2

wn—l

Multiplicera med =D och summera:
oo d(n n—
S (n) 1 _

n=2 (n-1I* =
Yoo (G (d(n = 1) +d(n — 2))2"
D'(xz) =aD'(z) + zD(x)
D'(z) = £=D(x)
Losningen ar

D(z) = C &

l—x
Eftersom D(0) =1 far vi C' = 1.
D(r) = $—



Tolkning

D(z) = 1= =
2 T z? ka”
(1+x+m +"')(1_ﬁ+i_"'+(_1) Tt
k
z"-koefficienten blir n! "), %

k
Sa d(n) =n! 3, S
Det resultatet gar ocksa att komma fram till med hjélp av sallprincipen.




