Stirlingtal

Problem: Vi vill dela in talen {1,--- ,n} ik st. delar. Hur manga sétt kan det
goras pa?

Kalla antalet for S(n, k). Det ar ett Stirlingtal (av 2:a slaget).

Ex: Man kan rikna igenom alla fall och se att S(5,3) = 25.

Rekursion

Vi forsoker berékna S(5,3) rekursivt. Om

{1,---,5} skall delas in i tre delar finns det tva mojligheter:

1. Talet 5 &r ensamt i en del. Det finns S(4,2) sddana partitioner.
2. Talet 5 &r i en del med andra tal. Gor forst en partition av {1,---4}. sitt
sedan 5 i nadgon av méngderna. Det kan goras pa 3 sétt.

Totalt blir det 35(4, 3) sétt.

Addering av fallen ger

S(5,3) = 5(4,2) +35(4,3)

P4 samma séitt fas S(4,2) = 5(3,1)+25(3,2)=1+2-3=
S(4,3) =5(3,2) +35(3,3) =3+3-1=6

S(5,3)=T7+3-6=25

Generell formel

S(n,k)=Sn—-1,k—-1)+kS(n—1,k)

Basfall: S(n,0) =0S5(n,n) =1

S(n — 1,k — 1) motsvararplacering av n ensam i en del medan kS(n — 1,k)
motsvarar placering av n tillsammans med andra tal.

Finns det explicit formel?

Trick: Lagg till numrering av delarna.

Antalet partitioner i numrerade delar = k!S(n, k).

En saddan partition kan tolkas som en surjektiv funktion f : {1,...,n} —
{1, .k}

Hur rdknar man antalet surjektiva funktioner?

Man anvinder metoden med inklusion och exklusion (sall-principen).

Inklusion och Exklusion

Antag att vi har en grundméngd X och en méngd {A;, Az, -+, A} av del-
maéangder av X.

Lat I vara en indexméngd sa att I C {1,---,m}. Lat A; = NierA4;.

Satsen om inklusion-exklusion (stark form):

Antal element i X som inte ligger i nagon av A; ar

ZIg{l,---,m}(_l)m | Ar |

Satsen om inklusion-exklusion (svag form):

Lat Nk = Z\I\:k ‘ A[ ‘ och N=| X |

Antalet element i X som inte ligger i ndgon av A; ar
N—Ni+Nop—- o+ (=1DENg + -+ (=1)™ N,



Surjektiva funktioner igen

Lat X vara mingden av alla funktioner f : {1,--- ,n} — {1,---,k} och lat
A; vara antalet funktioner som "undviker"i. (D.v.s. det finns inget j sa att
fG)=1i)

Med betecknigarna fran svaga formuleringen av inklusion-exklusion fas N; =
(k=) (5).

Antal surjektiva funktioner &r

N—N;+Ny— -+ (=1DFN, + -+ (=1)FNy

=K =1 () 4 -2 () + o (D)

S(nk) = & Sise(= 1) (§) (k — )™
En ovantad identitet

Vi vet att k1S(n, k) = antalet surjektiva funktioner f : {1,--- ,n} — {1,---  k}.
Lat x vara en variabel med heltalsvirde. Det finns 2™ funktioner f : {1,--- ,n} —
{1,---,z} Bildmdngden till en funktion f &r {j sa att j = f(i) f6r nagot i}

f ar alltid surjektiv pa sin bildméngd.

Det finns (z) st. k-delméngder. Var och en av dem kan vara en bildméngd. Det
finns k1S (n, k) surjektiva funktioner till varje sddan méngd.

" =37 (D)kS(n, k)

=>r oz@—1)-(x—k+1)S(n, k)

= S S, k) el

Totala antalet partitioner

P& hur manga sitt kan méngden [1,--- ,n} partitioneras?
Kalla talet for B,,. Det ar ett s.k. Bell-tal.

Rekursion

B = ZZ:1 (Z:%)B"—k

Bevis: I varje partition ingar n i nadgon delméngd A. Antag att A har storlek k.
. e . s o -1

Sitt A’ = A — {n}. A’ ir en demiingd av {1,---n — 1} och kan viljas pa (}_)

satt. Mangden {1,---n} — A kan partitioneras pa B, sitt. Det ger

B, = ZZ:1 (Z::})B"—k

Andra typer av partitioner

Vi har sett att

Antal partitioner av sdrskiljbara objekt i icke sérskiljbara delar = S(n, k)
Antal partitioner av sdrskiljbara objekt i sarskiljbara delar = k!1S(n, k)
Da borde vi ocksa kunna berdkna

Antal partitioner av icke sérskiljbara objekt i sérskiljbara delar.

Antal partitioner av icke sérskiljbara objekt i icke sérskiljbara delar.



Ordnade partitioner av heltal

Partitioner av icke sdrskiljbara objekt i sirskiljbara delar kan tolkas som parti-
tioner av heltal:

n st ettor skall delas upp i £ numrerade delar.

Ex: Partitionera 5 i 3 delar. Motsvarar uppdelning i summa av tre ordnade
termer:

14143, 1+3+1,34+1+1,2424+1,2+14+2,14+2+2

Givet n och k, finns det en formel for antalet satt?

Losning

Antalet sitt ar (7-7).

Bevis: Lat z; vara antalet ettor i term 4.

1 t+ro+--+rp=nx; >1

Sétt nu z} = x; — 1.

i+ ah+-+a=n—kax; >0

Valet av variabelvirden motsvarar dragning med aterlidggning av n — k kulor ur

méngd med k kulor.

Antalet ar (kf(:ﬁ::)*l) = (Z:;lc) = (Zj)

Totala antalet ordnade partitioner

n n—1 n—
D k=1 (kq) =2n1
Ex: Antalet sitt att partitionera 4 ar
4,1+3,3+1,24+2,1+1+2,14+2+1,2+1+1,1+14+1+1

Oordnade partitioner av heltal

Motsvarar partition av icke sérskiljbara delar i icke sarskliljbara delar.
Ex: Partitioner av 5:
5,4+1,3+1+1,24+24+1,24+14+1+1,1+14+14+1+1

Det &r den svaraste typen av partitioner.

Lat p(n) vara antalet partitioner i k termer (delar).

Rekursion: pg(n) = Z’;Zl ps(n — k).

Bevis: pi(n) anger antalet 16sningar till

T1+ 2o+ -tz =ndirxy > a2 > >ap > 1

Drag bort 1 fran varje z;.

b+ 4z =n—k

Nu géller z; > 0. Lat s vara antalet variabler som &r storre &n noll.
Daaral +ah+ -2, =n—k.

Antalet sddan 16sningar ar ps(n — k).

Totala antalet oordnade partitioner

Det totala antalet oordnade partitioner anges med p(n). Det enklaste séttet
att hitta talet dr med hjilp av genererande funktioner. (Mer om det nista
foreldsning.)

Siitt f () = T T

Gor en serieutvecklig av funktionen.

D4 &r p(n) koefficienten framfor z™.



Stirlingtal av 1:a slaget

Hur méanga permutationer av n objekt med exakt k cykler finns det?

Kalla talet for ¢(n, k).

Stirlingtal av 1:a slaget ar definierade som

s(n, k) = (=1)Fc(n, k)

De har ingen direkt kombinatorisk tolkning. De dyker dock upp i manga sam-
manhang.

En formel med Stirlingtal av 1:a slaget

Kom ihag att 2" = >, _, S(n, k)[z]s.
Det gar att visa att [z], = Y p_, s(n, k)z".
Dessutom gar det att visa att
[2]" = Yk c(n, k)",
Sylows sats

Om G é&r en grupp med n element och p ar ett primtal som delar n och p” &r
den hogsta potens som delar n sa finns det en delgrupp av G av storlek p”.
For att bevisa detta anvander vi foljande specialfall av Lucas sats:

Om n = mp” och m inte &r delbart med p si &r (p’i) inte delbart med p.

Bevis: Enligt Lucas sats ar () = () (modp).

Eftersom () =m och m inte &r delbart med p &r inte (;ﬁ) delbart med p.

Lite gruppteori

Lat oss anta att vi har kombinatoriska objekt O1, O3, -« , Op,.

Vi har en grupp G som verkar pa objekten pa sa satt att for varje g € G géller
det att g(0;) = O; d.v.s. varje gruppelement transformerar objekten till nya
objekt.

T.ex. kan objekten vara numrerade trid och G vara omnumreringar av noderna.
Det kan hinda att g(O;) = O; d.v.s. att g haller O; fixt.

Om O ir ett objekt &r Go méngden av alla gruppelement som haller O fixt.
Det visar sig att Go ar en delgrupp.

Om det finns g s& att g(O;) = O; séger vi att O; och O; ligger i samma
ekvivalensklass. Vi kallar ekvivalensklassen for ett objekt O fér Bo

Det gar att visa att | Go || Bo |=| G |.

Bevis for Sylows sats

Det finns (”ZﬁT) delméngder av G av storlek p”. Vi kan lata G verka pa dessa
méangder pa foljande sitt:

Om M = {mq, -+ ,mpr} s& &r

g(M) = {gm,--- gmyr}.

Eftersom méangderna kommer att delas in i ekvivalensklasser och antalet mang-
der inte dr delbart med p sa finns det en ekvivalensklass vars storlek inte delar
p. Lat M vara en méngd i ekvivalensklassen. (Ekvivalensklassen &r da Bjy.)
Lat G vara delgruppen som haller M fix. Eftersom | G || By |= mp” sa
maste | Gy | vara delbart med p”.

Om m € M sa &r gym # gam for alla g1, g2 € Gpr. Eftersom gm € M for alla
g € Gy (eftersom g(M) = M {or alla g € Gpy) sé maste | Gy |<| M |.

Nu vet vi att det bade giller p” <| Gas | och p" >| G |- Det betyder att
| G |=p" och Gy ér den delgrupp vi soker.



