Mer avancerad enumeration
Cayleys sats

Antalet numrerade trad med n noder ar n™ 2.
Detta verkar inte ga att visa med direkt konstruktion.
Tva bevis:

e Bijektion till antal funktioner (enligt Cameron).

e Med hjélp av Priiferkod.
Bijektion till funktioner

Antalet funktioner

L2, n}—{1,2,...,n} =n".

Vi representerar sadan funktioner med trad. Kréver flera steg:

1. Vi kan representera f med en riktad graf. Om f(i) = j s gar det en kant
fran ¢ till 5.

2. Vissa av talen (minst ett) kommer att ingd i cykler. Kalla méngden av dessa
tal for C. Talen i C &r tal i sa att f¥(i) = i for nagot k.

3. Om i ¢ C finns ett forsta tal j sa att f¥(i) = j och j € C. Vi kallar j for 4:s
C-representant.

4. Den del av grafen som innehaller noderna med j som C-representant bildar ett
trdd med j som rot. Riktningen pa kanterna kan strykas. Det dr underforstatt
att riktningen gar mot j.

5. (Den svéara delen.) Delen av grafen som bestar av C' gors om. Den bestar
férst av en union av cykler. Denna cykelméngd kan tolkas som en permutation.
Antag att c1, co, ..., ¢k &r talen 1 C sorterade i storleksordning. Lat oss anta att
f(ci) = a;. Da kan vi beskriva f:s verkan pa C' med permutationen

Cc1 Co PPN Ck
a1 as PN ag

eller helt enkelt med sekvensen (aj as ... ax). Denna sekvens ér en ordning av
talen i C. Ersétt delgrafen 6ver C' med en oriktad stig som gar i denna ordning
(kant mellan a; och a;11 0.s.v.). Grafen utgor nu ett oriktat trad.

6. Vi representerar nu funktionen genom att presentera triadet fran steg 5 och
genom att dessutom ange de tvad noderna U = a; och V = ai. Ur denna in-
formation gar det att rekonstruera C, permutationen pa C' och dérefter hela
f.

Vi tanker nu i andra riktningen. Vi antar att vi har ett trdd T och tva noder U
och V angivna. Vi kan da konstruera en funktion som representeras av tridet.
Vi later C' besta av noderna pa stigen mellan U och V. Ordningen ldngs stigen
ldser vi av som permutationen pa C. I varje nod k i C sitter ett (ev tomt) deltrad
pahéngt. Detta deltrdd anger talen som har & som C' representant. Om ¢ och j
ar grannar i deltradet och j ligger nirmst k sitter vi f(i) = j.

Detta ger en bijektion mellan funktioner och méngden av numrerade trid med
tvA noder utmérkta (med ordning). Om T'(n) ar antalet numrerade trad far vi
n" = n2T(n)

d.v.s.

T(n) =n""2.



Priiferkod

Vi kan representera ett numrerat trdd med en lista av n — 2 st heltal i intervallet
[1,n]. Eftersom det finns n 2 sidana sekvenser ger det satsen.
Vi har ett numrerat trdd 7. Vi konstruerar en lista L med féljande algoritm:

PRUFER(T)

(1) L

2) while | T[> 2

(3) Lat [ vara det minsta 16vet i T
(4) Lat a vara l:s granne

(5) Sétt in a sist i L

(6) T —T-{i}

(7) return L

Det gar att kora denna algoritm baklanges:
Starta med en lista L = [a1,a2, "+ , Gn—2]

BAKAT-PRUFER(L)
(1) Lagg till ap,—1 =nsisti L

(2) T—10

(3) fori=lton—1

(4) Lat b; vara minsta talet

(5) som inte ligger i

(6) [aiv"' 7an71]u[b17"' 7bi71]
(7) T—TU (bi,ai)

(8) return T

Kommentarer kring Bakat-Priifer

Bevis for att Bakat-Priifer genererar ett trad:
Pastaende: Varje tal i [1,---,n} far minst en kant.

Bevis: Alla b-talen &r olika. De &r n — 1 st. Talet n dyker inte upp bland b-talen.
Alla b-tal far en kant. I sista steget har vi méngden [n] U [b1, - -, b,—2]. Kanten
(bn—1,n) kommer ocksa med och alla noder far darfor en kant.

T &r alltsa en graf med n noder dér alla noder har en kant och det finns n — 1
kanter. T' maste vara ett trad.
Bevis for att Priifer och Bakat-Priifer ar inverser till varandra:

(Skiss)

Pastaende: Antag att T' ger P-kod [a1, -+, an—2]. Lat T” vara T med det forsta
16vet och dess kant borttaget. Da har T’ P-kod [ag, - - , an—2].

Pastaende: Antag att L ger triddet 7' med Bakat-Priifer. Tag bort forsta talet
ay ur L. Det ger L' som genererar tradet 7" d&r by, a1) dr borttagna.
Vi antar att P och B-P &r inverser till varandra for trad av storlek n — 1.



Det gir att se att om P verkande p& T tar bort (by,a;) forst si méaste B-P
verkande péd L ligga till (b1, aq) forst.

Skapa nu T" och L’ enligt ovanstaende pastdende. Induktionsantagandet ar nu
att P och B-P ar inverser till varandra pa 7", L’. D4 ar de inverser pa T', L ocksA.
Induktion visar att de &r inverser for alla trad.

Upprikning av kombinatoriska ob jekt

Problem:
Vi vill skapa samtliga kombinatorisk objekt av en viss typ.
T.ex. kan vi vilja rdkna upp alla permutationer av [1,--- ,n] for att skicka som

indata till ett sorteringsprogram som skall testas.
Vi stéller krav pa en sddan upprakning.

De viktigaste kraven

Vi vill inte skapa en lista 6ver objekten. Minnesutrymmet récker inte!

Vi vill generera objekten ett i taget och sedan “radera ut det”.

Vi vill ha en enkel regel som givet ett objekt genererar nésta.

Varje objekt skall rdknas upp exakt en gang.
For enklare typer av objekt gar dessa krav oftast att uppfylla.
Upprikning av delmingder

Vi vill rékna upp alla delméngder av {1,2,--- ,n}.
En metod &r féljande:

Tolka varje mangd binéart.

T.ex. tolkas delméngden {1,2,6} av
{1,2,3,4,5,6,7} som 0100011 (obs: baklanges).

Vi anvinder foljande algoritm:

e Starta med M7 = (. (Tolkas som 00 - --0).
o Givet M; fas M;,1 genom att addera 1 till M;:s binéra form.
e Néar vi ndtt Myn = (Hela méngden) stannar vi.
I Cameron ges samma algoritm utan direkt anvidndande av den bindra formen.
Uppriakning av k-delméingder

En naturlig upprakningsordning ar lexikografisk ordning.

T.ex n = 6, k = 3 ger ordningen:

123, 124, 125, 126, 134, 135, 136, 145, 146, 156,

234, 235, 236, 245, 246, 256, 345, 346, 356, 456

En annan ordning som inte forst verkar lika naturlig &r omuvdnd lexikografisk
ordning:

123, 124, 134, 234, 125, 135, 235, 145, 245, 345,

126, 136, 236, 146, 246, 346, 156, 256, 356, 456

Denna ordning kan beskrivas som att man “Vander pa méngderna. Sorterar dem
baklanges. Vander pa mangderna. Véander pa sorteringen.”

Ordningen har fordelen att méngderna som innehaller 6 kommer sist. Om man
vill lagga till ett element kan man “fortsdtta” pa den tidigare ordningen.



Algoritmer

Bada dessa sorteringar kan beskrivas algoritimiskt. Det vi behdver ar en regel
som givet delmangd D; skapar delméngd D, .

Lexikografisk:

Lat D; = xzy@a -+ - . Lat s vara det storsta index s& att x5 + 1 ¢ D;. D4 ar
Diy1=z120 - zs_1(zs + 1) (s +2) - (s + bk — s+ 1).

Omvénd lexikografisk:

Lat D; = zyxg---xp. Lat s vara det minsta index si att x5 +1 ¢ D;. D& ar
Di—l—l = 123--- (S — 2)(8 — 1)(1‘5 + 1)3354_1 e Xk

Mer avancerad upprikning

Vi tittar pd uppréikning av alla delméngder av {1,2,--- ,n} igen.

Med avstandet mellan tvad méngder A, B menar vi storleken av méngden (A —
B)U(B—A). Avstandet mellan A, B dr ett om den ena méngden kan fas ur den
andra genom att ldgga till eller dra ifran ett element.

Kan vi hitta en uppridkning My, Mo, ..., Mon sa att alla avstand M;, M, &r
ett?

Losning

Foljande algoritm ger en sadan ordning;:

Vi startar med M; = () och slutar med Maon = {n}

Vi antar att M; #r beskriven pa bindr form som b1bs - - - b,. Med by, menar vi by,
med omvint virde. (by = 0 ger by = 1 0.5.v.)

Om bl + b2 + . bn ar Jamn sétter vi Mi+1 = Ble s bn

Om by + by + - - - by, 4r udda bestammer vi ett index k (unikt) sa att b, = 1 och
bj =0 for 7 < k. Satt Mi+1 =b1by - -- bk5k+1 by

Gray-koder

Ett bevis for att algoritmen fungerar dr att se att den ger Gray-koden for fa-
miljen av delméngder. (Se kap 11.6 i Cameron).

En Gray-kod &r en 16sning till problemet att hitta upprikning med avstand ett.
Gray-koder byggs upp rekursivt.

Lat G, —1 vara Gray-koden for delméngderna till {1,--- ,n—1}. Gray-koden G,
fas genom att ta de 2”~! binira orden i G,,_; med en nolla sist. Viind sedan pa
G —1 och lagg till en etta sist. Tillsammans ger det G,, med 2" binéra ord.

Permutationer

Enklaste séttet att rdkna upp permutationer av (1,2,---,n) ér lexikografisk
ordning. Ges av foljande algoritm:

Starta med (1,2,---,n) och sluta med

(n,mn—1,---,1).

Antag att P; = (21,2, - , T, ). Bestdm det storsta j s& att x; < z;41. Bestdm
sedan det minsta k > j s& att z; < zj. Satt
-P7)+1 = (.’E],.’EQ, Ly Ty Tl 0y Lh—1, Ty,

TnyLn—1,""" 7xk+1)'



Mer om delbarhet

Problem: Avgor om (Z) ar delbart med primtal p.
Fran tidigare foreldsning:

flm) = [2]+ 3]+ + 2]

anger hogsta p-potensen som delar m!

p delar (Z) om och endast om

F(n) = fn — k) — £ (k) > 0.

Ex: Visa att binompk alltid ar delbart med p om k < p.
f)—flp—k)— f(k)=1-0-0>0.

Tillampning:

(14 x)? = (1+zP) (modp)

Lucas sats

Foljande sats ger betydligt mer information:

Antag att n = ag + a1p + asp® + - - - + asp®

och k = by + bip + bap? + - - - + bep®

och 0 < ai,bi <p.

(Det betyder att vi har n och k angivna i talbasen p. Det dr mojligt att as = 1
och b, = 0.)

Vi vill berdkna ( ) mod p).
Svaret ir att (}) = [[;_, (b ) (modp)

Bevis for Lucas sats

Det &r en elegant tillampning av potensserier.

Vi visar att om n = a1p + ag och k = bip + by sé ar

(1) = (1) Gp) (modp)

(I4+2)"=1+z)P(14 x)%.

Nu anvénder vi att (14 x)? = 1 + 2P (modp).

(I+a)"=1+aP)(1+2) =1+ +cpa® + 2"

Vad blir ¢ ? Vi vet att k = byp+bg. Om vi tittar pa produkten ser vi att ¢ méaste

ha formen (all)( ) dar 4, 7 ar sddana att ip + j = k. Det ger att ¢, = (‘“) (Zg’)

Men i véinsterledet far vi (}) som x*-koefficient.

Det visar att

() = (22) (22) (mod)

Beviset fungerar &ven om a1,b; > p. Vi kan sétta ersitta a; med a; + aop +
-asp® ! och by med by + bap + - - bep® L.

Med induktion far vi fullstdndiga formen av Lucas sats.



