Planira grafer

En graf dr plandr om den kan ritas i planet utan korsande kanter. Ex: Graferna
K5 och K33 dr inte planédra. (Vi kommer att bevisa det senare.)
Problem: Hur visar man att en graf inte ar planar?

Eulers sats

Vi har en graf G som &r planidr och sammanhéngande. Vi kraver att G inte
har loopar eller parallella kanter. Vi antar att G har v noder och e kanter. G
avgransar f stycken regioner i planet (varav en dr oandlig).

Eulers sats: Om ovanstaende géller sa géller ocksa v — e + f = 2.

Bevis

Vi anvénder induktion Over antalet kanter. Om G &r ett tridd sd dre = v — 1
och f =1. Da géller v — e+ f = 2. Om G inte &r ett trad sa gar det att hitta
en kant e sd att G — e ar sammanhéngande. Om v’,e’ och f’ &r parametrarna
for G — e giller v/ = v, ¢’ = e —1, f' = f — 1. Enligt induktionsantagandet dr
v/ —e + f'=2. Men d& ar ocksdh v —e+ f = 2.

Krav pa planira grafer

Antag att varje sida gransar till minst tre kanter. Da géller 2e > 3 f. Multiplicera
Eulers samband med 3. Det ger: 3v — 3e 4+ 3f = 6 Sétt in olikheten : 3v —e > 6
e < 3v — 6. I en planir graf maste alltsa e < 3v — 6. Tillimpning: K5 har v =5
och e = 10. Det ger e > 3v — 6. K5 kan darfor inte vara planér.

En skirpning

Om vi tar K33 har vi v = 6 och e = 9. Da ar e < 3v — 6 sa vi kan inte pa
det séttet avgora att K33 inte &r plandr. Men: Om varje region grinsar till
minst 4 kanter sa dr 2e > 4f, e > 2f. Multiplicera Eulers samband med 2:
2v—2e+2f =4 Satt in olikheten: e < 2v — 4. Eftersom cykler i K3 3 har langd
minst 4 s& uppfyller K3 3 kravet. Men véirdena pa v, e for K33 ger e > 2v — 4.
Sa K3 3 kan inte vara planér.

Ytterligare ett samband

Pastaende: I en planér graf finns minst en nod med grad < 5. Bevis: Antag
att alla noder har grad > 6. D& maste 2e > 6v, e > 3v. Men samtidigt har vi
e <3v—06.Det ger e < e—6d.v.s. 0 < —6. Men det d&r omojligt. Alltsa finns
minst en nod med grad < 5.

Fargning av planira grafer

Fyrfargssatsen: Varje planir graf kan fargas med 4 farger. Beviset &r mycket
svart. Men om vi tar ett storre tal &n 4 gar det lattare. Vi bérjar med 6.

6-fargssatsen

Varje planér graf kan firgas med 6 farger. Bevis: Anvéind induktion. Antag att
satsen dr sann for grafer med upp till n — 1 noder. Antag att G har n noder.
Nagon av dem, t.ex. x, har grad < 5. Férga G — = med 6 firger. Runt = ar hogst
5 farger anvéndna. Alltsa finns en férg ledig for = och vi kan darfér 6-farga G.



5-firgssatsen

Varje planér graf kan fargas med 5 farger.

Bevis: Detta ar krangligare men bygger pa samma idé. Vi anvander induktion
och hittar en nod x med grad < 5.

Vi fargar G — x med 5 farger. Om det finns en ledig firg runt x kan vi firga G
med 5 firger. Vi antar nu att « har 5 grannar som alla firgats med olika farger.
Vi skall visa att nagon av noderna kan firgas om sa att vi kan frigéra en farg
att farga x med.

Antag att noderna runt z &r vy, vs,v3,v4,v5 1 medsols ordning och att v; har
fargats med férg 7. Starta i vy och konstruera en stig s13 som omvéxlande har
en nod med farg 1 och farg 3. Forsok att fa stigen att na vs. Det finns 2 fall:
1. Det gar inte att na vs. Da tar stigen s;3 slut nagonstans. Da kan vi byta
farger 1 och 3 ldngs s13 och fortfarande ha en korrekt fargning. Da far vy firgen
3 och fargen 1 blir ledig for x.

2. Det gar att na vs. Skapa nu en liknande stig So4 som startar i ve. Den stigen
kan inte né v, eftersom Sp3 separerar vy och vs. Da kan vi farga om langs Say
sa att vo far firg 4 och fiarg 2 frigors darfor for x.

I vilket fall kan vi 5-farga G.

Kuratowskis sats

Vi vet att K5 och K33 inte &r planéra. De dr de fundamentala icke-planéra
graferna i den meningen att alla icke-planéra grafer har K eller K33 som en
“del”. Detta ar innehallet i Kuratowskis sats. Det besvarliga ar att precisera vad
man menar med “del”. Det finns tva sitt att tolka det pa.

Minorer

Vi séger att A &r en minor till G om vi kan fa A genom att forst

valja ut en delgraf A’

och sedan

gora en {6ljd av kontraktioner /e med kanter i A’ tills vi far A.

Om vi ersétter kontraktionerna med en annan operation dir vi tar bort noder
med grad 2 och ldnkar ihop de tva kanter som gar till noden till en kant sa far
vi en s.k. topologisk minor.

Obs: Om A é&r en topologisk minor &r den ocksé en vanlig minor.

Kuratowskis sats (igen)

Det finns tva varianter av satsen:

En graf G &r planidr om och endast om den inte har K5 eller K33 som minor.
En graf G ar planér om och endast om den inte har K5 eller K5 3 som topologisk
minor.

Man kan séga att den 1:a varianten ar enklast att anvinda om man vill visa att
G inte &r plandr men att den andra &r enklast om man vill visa att G ar planér.

Beviset ar svart

Beviset for Kuratowskis sats &r komplicerat. Det gar till ungefdr sa har: Man
anger en algoritm A som givet G forséker rita upp G i planet. Man visar sedan
att de enda fall dir algoritmen kor fast &r nér K eller K33 &r minorer. Man



visar sedan att om K5 eller K3 3 finns som minor sa finns nagon av dem som
topologisk minor.
I man av tid kommer en skiss av beviset att ges pa foreldsningen.

Grafer pa andra ytor

Varje graf som kan ritas i planet kan ocksé ritas pa ytan av en sfér.

Fraga: Vad hander om vi forsoker farga en graf som &r ritad pa en annan yta
an en sfar?

Det visar sig att det gar att siga forvanansvirt mycket om det problemet.

Grafer pa en torus

En toros dr helt enkelt en "badring” (eller en "munk”).

Om man ritar en graf plandrt pa en torus far man tal v, e, f precis som i det
plana fallet. (Men kanterna maéste ritas bojda.)

Det gar att visa att om en graf ritas pa en torus pa ett sddant satt att alla
regioner kan plattas ut och laggas i planet s& maste v — e + f = 0. Det gar nu
att visa pa liknande sdtt som i planet att det finns en nod med grad hogst 6.

7-fargningsatsen for en torus

Varje graf som dr plandr pa en torus kan fargas med 7 farger.

Bevis: Anvind induktion. Goér pa samma séitt som i plana fallet. Skillnaden &r
att vi har en nod med grad < 6. 7-firga resten av grafen. Det finns da en firg
ledig for var nod.

7 farger krivs

Man kan rita in K7 pa ytan av en torus. Det visar att man inte kan klara sig
med farre farger &n 7.

Mer komplicerade ytor

Lat S vara en yta med g st. "hal". Det brukar kallas att S &r en orienterbar yta
med genus g. Eulers sats giller da pa formen v — e + f = 2 — 2g. (En sfar har
g = 0 och en torus g = 1.) Om g > 1 ar det kromatiska talet for en graf som
kan ritas planirt pa ytan | /48 V12+489j.

Pa nagot sétt ar faktisk fargning av grafer i planet det fall som dr svarast att
analysera.



