Graffargning

Vi har en graf G. En fargning &r en tilldelning av tal (farger) c(z) till varje noda
sé att om (z,y) ar en kant s& dr c(z) # c(y). Det géller att minimera antalet
farger. Definition: Det kromatiska talet x(G) dr det minimala antalet firger
som kravs for att farga G.

Fyrfiargssatsen

Om G é&r planér (d.v.s. kan ritas i planet utan korsande kanter) &r x(G) < 4.
Beviset fran 1976 &r ytterst komplicerade. Det bygger pa understkning av ett
stort antal specialfall med hjalp av dator.

En enkel uppskattning

Om A ér storsta graden pa noderna i G sé ar x(G) < A + 1. Bevis: Lagg pa en
numrering pa noderna. Férga noderna i ordning 1,2,... och anvénd forsta farg
som inte &r upptagen av nagon granne. Hogst A farger kan vara upptagna sa
A + 1 farger racker alltid till.

Kan det hinda att x(G) = A+ 1?

Om G =K, sd &r A =n —1 och x(G) = n. Om G &r en cykel av udda langd
ar A =2 och x(G) = 3. Detta &r de enda undantagen. Brooks sats: Lat G vara
en sammanhédngande graf som inte &r komplett och som inte dr en udda cykel.
Da ar x(G)A

Bevis

Vi gor forst ett antagande. Vi antar att vi kan hitta 3 noder vy, ve,v, (n =
|[V(G)|) s att (vi,v,) € E(G), (v2,v,) € E(G) men (v1,v2) ¢ E(G) och som
ar sddana att G — {v1, v2} &r sammanhéngande. Om sddana vy, ve, vy, finns gar
grafen att farga med A farger. Det visas i flera steg: Forst véljer vi v,_1 som
granne till v,,. Valj v,_o som granne till minst en av v,_1,v,. P4 samma sétt
valjs v; sa att den &r granne till minst en av v;41, - - - v,. Fortsétt tills vi valt vs.
Gar det att vélja pa detta siatt? Ja, eftersom G — {v1,v2} &r sammanhéingande.
Férga nu vy och v; med samma férg. Farga sedan vs, - - - v,—1 med forsta lediga
farg. Eftersom graden dr < A och varje v; har minst en ofdrgad granne (en av
noderna v; 11, - v,_1) krdvs hogst A farger. Nar v,, skall fargas adr hogst A —1
farger anvinda eftersom v; och vo har samma farg.

Gar det att vilja noder vy, v9,v,7

Det gar inte om G &r komplett. Men det har vi tagit hénsyn till. Men det kan
hénda att vi far en osammanhéngande graf om vi tar bort vy, v. Vi analyserar
det fallet.

Analys

Antag att A > 3. (A = 2 ger en jamn eller udda cykel.) Antag forst att det finns
en nod n sd att G — n dr sammanhéngande. Da bestar G — n av komponenter
K1, Ky, -+ K,. Det gar att visa med induktion att K;U{n}, KoU{n}, - K,U{n}
kan firgas med A farger. Genom lamplig omfirgning sa att n far samma farg



ialla K; U {n} kan vi sitta thop delarna och firga G med A firger. Antag nu
att vi inte kan gora G osammanhéingande genom att ta bort en nod men att
G — {u,v} ar osammanhéngande. Antag att K; och Ky dr tvd komponenter i
G —{u,v}.

Forsok: Vi fargar Ky U {u,v} och Ko U {u, v} med A firger var. Vi sétter sedan
ihop delarna till en firgning av G.

Fungerar detta? Det enda problemet som kan uppsta dr att K3 U {u,v} och
K5 U {u,v} bada kriaver A farger och att (t.ex.) fargning av Ky U {u, v} ger u,v
samma farg medan fargning av Ko U {u, v} ger u, v olika farger. Lat g1 (u) vara
ws grad 1 K71 U {u,v} o.s.v. D& maste g1(u) = A =1, g1(v) = A =1, go(u) =
A—1, go(v) = A—1. Men samtidigt maste g1 (u) < A. Det ger A—1+A—-1 < A.
Det betyder att A < 2. Men vi har ju antagit att A > 3.

Kromatiska polynom

Problem: Givet en graf G kan vi stélla foljande fraga: Om vi har ¢ st farger, pa
hur manga séitt kan vi fairga G? Kalla antalet sétt for Pg(t). Detta uttryck kallas
det kromatiska polynomet. Relevans for kromatiska talet: x(G) = mtinPG (t)

dar t ar heltal.
Exempel

G = K,,. Forsta noden kan firgas pa t sétt, andra pa t — 1 sétt o.s.v. Det ger
Post)=tt—1)(t—2)---(t—n—+1).

G ar en stig med n noder. Forsta noden kan férgas pa t satt, andra pa ¢t — 1
siitt, tredje pa t — 1 séitt o.s.v. Det ger Pg(t) = t(t — 1)" L.

G bestar av n st isolerade noder. Pg(t) = t".

G bestar av k kanter utan gemensamma noder. Pg(t) = (t(t — 1))*.

Intressant fraga: Gar det att aterskapa G ur det kromatiska polynomet?

Krangligare exempel

G &r en cykel med 4 noder. Forsok: Farga forsta noden. Det finns ¢ mdjliga
farger. Farga andra och tredje noden. Det finns ¢ — 1 férger till dem. Men vad
hénder nér vi skall firga den fjirde noden? Det verkar inte ga att avgora pa ett
enkelt satt.

Den naiva tekniken att farga nod fér nod fungerar oftast inte.

En rekursiv metod

Lat G vara en graf och e = (z,y) en kant i G. Lat G — e vara grafen som fas om
vi tar bort e. Lat G/e vara grafen som fas om vi erséitter ,y med en nod z, tar
bort (z,y) och sitter in kanter (v, 2) om (v,z) € E(G) eller (v,y) € E(G). Da
géller PG_e(t) - Pg/e(t).

Bevis

Vi visar att Pg_(t) = Po(t)+Pg/c(t). Antag att G —e skall firgas med ¢ firger.
Da finns 2 typer av fargningar: 1. De dér x, y far olika farger. Det &r samma sak
som en fargning av G. Det finns Pg(t) sddana. 2. De dér z,y far samma farg.
Det dr samma sak som en fargning av G'/e. Det finns P/ (t) sadana fargningar.
Detta ger Pg_.(t) = Pa(t) + Pgye(t) och dirmed Pg(t) = Pa—c(t) — Pgye(t).



Algoritm

Operationerna G—e och G/e minskar antalet kanter i grafen. Genom att anvénda
operationerna upprepade ganger far vi till slut en kombination av kromatiska
polynom for grafer utan kanter. Sidana grafer H har Py (t) = t* dér k #r antalet
noder. Sa Pg(t) gar alltsd att berdkna. Dessutom ser man av resonemanget att
Pg(t) verkligen blir ett polynom vilket inte &r sjalvklart fran borjan.

Exempel

Lat G vara en cykel med 4 kanter. Lat e vara en av kanterna. G —e blir da en stig
med 4 noder. Pg_.(t) = t(t —1)®. G/e blir en triangel. Pg /.(t) = t(t —1)(t—2).
Vi far Pg(t) = t(t —1)3 —t(t — 1)(t — 2) = t* — 443 + 6t2 — 3t.

Nagra egenskaper hos kromatiska polynom

Konstanta termen i Pg(¢) ér 0. Bevis: Konstanta termen = Pg(0) som maste
vara 0.

Hogstagradstermen i Pg(t) dr t™ dér n dr antalet noder. Bevis: Anvéind induk-
tion Gver antalet kanter. Pastaendet ar sant for grafer med 0 kanter. Antag att
g har n noder. Pg(t) = Pg_c(t) — Pg/e(t). Enligt induktionsantagandet &r pa-
stdendet sant for G — e och G/e. G — e har n noder, G/e har n — 1 noder. Det
ger att hogsta termen i Pg(t) ar ™.

Nista hogsta termen dr —mt"~! dir m &r antalet kanter i G.

Bevis: Gor induktion éver antalet kanter. Bade G — e och G/e innehéller en kant
mindre &n G. Pg(t) = Pg_e(t)—Pgje(t) = (" —(m—1)t""1+.)— ("1 —.) =
" —mt" T+

Mer information

Det gar att visa pa liknande sétt att Pg(t) =" —mt" ™t + ...+ (=1)"la;t’ +
(=1 kgpt* dir alla a; > 0 for k < i < n och k &r antalet komponenter i
grafen. (Speciellt kan vi se att polynomet dr alternerande.)

Karaktérisering av trad

G ir ett trid om och endast om Pg(t) = t(t — 1)"~. Bevis: Antag att Pg(t) =
tit— 1)t =" — (n— 1)t" "t + .+ (=1)""1t. Vi ser av detta att G har n
noder, n — 1 kanter och dr sammanhingande. (Sista termen har grad k = 1.) G
maste da vara ett trad.

Kantfargning

Givet en graf G kan vi istéllet firga kanterna. Kravet &r da att tva kanter med
en gemensam nod maéaste ha olika farger.

Definition: x'(G) &r det minsta antalet farger farger som krévs for kantfirgning
av G. Det kallas for det kantkromatiska talet.

Vizings sats

Det gar att se att x'(G) > A. Overraskande nog giller x'(G) < A + 1. Detta ar
Vizings sats. Det finns alltsé 2 typer av grafer:

De med x/'(G) = A och de med x/(G) = A + 1. Att avgora vilken typ en viss
graf &r ar ett NP-komplett problem.



Specialfall

Om G =K, sdar x'(G) = A+ 1 omn i udda

X'(G) = A om n &r jAmnt.

Bevis: Om G = K,, &r A = n — 1. Jamfor med foreldsning 9. En uppdelning
av kanterna i firgklasser &r samma sak som en uppdelning av noderna i en
turnering. Om n dr udda maste en turnering ha n omgangar. Om n &r jamnt
kan vi ordna en turnering med n — 1 omgangar.

Ett fall till

Om G é&r en bipartit graf ar x'(G) = A.

Bevis: Vi gor induktion dver antalet kanter. Om inga kanter finns ar x'(G) =
A = 0. Vilj en kant (z,y) och tag bort den. Den aterstdende grafen kan firgas
med A firger (enligt induktionen). Det finns minst en firg ledig runt = och en
ledig runty. Om det &r samma firg kan vi anvinda den. Om det inte &r samma
farg tdnker vi s& hér:

Antag att rod dr ledig runt & men inte bla och att bla &r ledig runt y men inte
rod. Bygg en stig S som startar i z och gar omvéxlande 6ver bla och roda kanter
anda tills vi inte kommer vidare. Byt plats pa fargerna réod och bla langs stigen.
Det frigor fargen bla runt x och vi kan nu firga kanten (x,y) bla. Darmed har
vi fargat den ursprungliga grafen med A farger.



