Matchning i allminna grafer

En naturlig generalisering av matchningsproblemet ar att ga fran bipartita gra-
fer till godtyckliga grafer. Definition: En matchning i en godtycklig graf &r ett
urval av kanter som inte har nadgra gemensamma noder. En maximal matchning
dr en matchning av optimal storlek. Obs: En matchning kan vara sadan att den
inte gar att utvidga men kan &nda vara sadan att den inte har optimal storlek.
Om vi har en matchning som técker in alla noder sdger vi att vi har en total
matchning.

Krav for en total matchning?

Det gar léatt att hitta noédvéndiga krav for att en total matchning skall existera:
1. Antalet noder méste vara jamnt. 2. Det far inte finnas nagra isolerade noder.
Men det gar att se att vi kan formulera ett krav som técker in dessa krav som
specialfall: 3. Det far inte finnas nagra udda komponenter. Men det gar att
vidareutveckla kraven.

Ett P. Hall-liknande krav

Lat G vara en graf. Lat ¢(G) betyda antalet udda komponenter i G. (Sa ett krav
for matchning dr som vi sett att ¢(G) = 0.) Foljande krav dr nodvindigt {or att
en total matchning skall finnas: ¢(G — S) < |S| for alla delméngder S av V(G).
Bevis for nodvindighet: (Kortfattat) Om det finns en total matchning och en
delméngd S av noderna och ¢(G — S) komponenter i grafen som aterstar nir S
tagits bort sa vet vi att i en udda komponent kan inte alla nodor vara matchade
med kanter som ligger i komponenten. Minst en nod méste vara matchad med en
nod som ligger i S. Dessa noder i S méaste ricka till". Det ger kravet ¢(G —5) <
|S]. Det gar att visa att kravet ar tillridckligt ocksa. Men beviset dr ganska svart.

Utdkande stigar

Det finns ett annat sétt att se pa matchningsproblemet. Antag att G &r en
graf och att M &r en matchning (inte nédviandigtvis optimal). Om vi har en
stig (v1,v2), (v2,v3),... (Vg—1,vx) dir varannan kant ingar i M sa har vi en
alternerande stig. Om v; och vy &r omatchade séger vi att stigen &r utékande.
"Utokningen fas genom att byta matchade kanter mot omatchade kanter i stigen.

Ett kriterium pa optimalitet

En matchning &r optimal om och endast om den inte har nagon utékande stig.
Bevis: Sjalvklart dr en mtchning med utdkande stig inte optimal. Vi visar att
en matchning som inte &r optimal méste ha en utokande stig. Antag att M inte
ar optimal och att M’ &r optimal. Titta pa grafen som bestar av kanterna i
M'UM — M' N M. Grafen behover inte vara sammanhéngande men kanterna i
grafen bestir omvéxlande av kanter frin M och M’. Tag bort alla cykler (som
har jamn ldngd). Tag bort alla stigar som borjar med en kant i M och slutar
med en kant i M’. Nu finns bara stigar som borjar och slutar med samma typ
av kanter. Men |M’| > |M|. Darfoér méste det finnas minst en stig som borjar
och slutar med en kant i M’. Denna stig dr en utokande stig i G.

Algoritm



For att hitta en maximal matchning kan vi leta efter utokande stigar. Dessa
ar inte sa latta att hitta som i det bipartita fallet. Det finns en algoritm av
Edmonds som I8ser problemet i tid O(|V|?).

Ett annat slags problem

Vi har sett att assignementproblmet &r en variant av bipartit matchning. Pro-
blemet dar ar inte att avgdra om en matchning existerar utan att hitta en i en
viss mening optimal matchning. Vi skall se pa ett liknande problem.

Aktensskapsmatchningar

Vi har n st mén mq, ms, ... m, och n st kvinnor wy, wa, . . . w, som skall matchas
ihop i dktenskap. Vi antar att varje person har en linjér (fullstdndig) preferens-
ordning &ver personerna av motsatt kon. For enkelhets skull antar vi att alla
preferenser &r strikta. Vi later m; >, my betyda att kvinna w; féredrar man
m; framfor man m;. Vi skall nu forséka hitta en dktenskapsmatchning som &r
bra. Vad menar vi med bra?

Ett stabilitetskriterium

Antag att vi har en dktenskapsmatchning f. Det betyder att om m; &r matchad
med w; s& &r f(m;) = w; och f~1(w;) = m;. Antag att m; dr matchad med w;
och att mo &r matchad med my. Antag vidare att wy >, wa och ma >, m.
Da finns det skil for mo och wy att vilja fordndra dktenskapsmatchningen sa att
f(ma) = wy. Vi séger att mo,w; ar ett blockerande par och att f &r instabil.
En matchning utan blockerande par ar stabil.

Stabila dktenskaps-satsen

For varje uppséttning preferensordningar existerar det en matchning som &r
stabil.

Vi skall bevisa det. Terminiologin med mén och kvinnor ar klassisk. Men vi
kommer nu att ga over till en annan terminiologi. Vi kommer att tala om ar-
betssokare m; och arbetsgivare w;. De skall paras ihop i en arbetssituation. Varje
aktor har preferensordningar pa aktorerna av motsatt slag. Detta uttryckssétt
stdmmer béattre 6verens med de verkliga tillampningar teorin har haft.

Bevis for att stabila matchningar finns

Vi visar existens med hjialp av en algoritm som hittar en stabil matchning. I
forsta steget sdker varje arbetare sitt favoritjobb d.v.s. hos sin favoritarbetsgi-
vare. Varje arbetsgivare gor foljande: Valjer ut applikant som ar béast av de som
dykt upp och ger de 6vriga avslag. Den utvalde far ett temporért ja. I nésta steg
besoker de avvisade arbetssokarna nésta arbetsgivare i sin preferensordning. Ar-
betsgivarna gor nu som i det forsta steget. Enda skillnaden &r att en person som
fatt ett temporart ja kommer att bli avvisad om nagon hégre rankad applikant
dykt upp. Processen fortsitts enda till alla arbetsstkarna har fatt ett temporért
jobb. Denna arbetsfordelning utgér da matchningen.

Stannar alltid algoritmen?



Varje arbetsgivare som har besokts av en arbetssokare kommer i fortsdttningen
att ha en sddan temporart anstélld. Antalet rorliga arbetssokare kommer déarfor
att minska i varje steg eftersom vi arbetar oss nerat i deras preferensordningar.
Déarfér maste algoritmen stanna.

Ger den alltid en stabil dktenskapsférdelning?

Antag att det finns ett blockerande par m, w. Antag att f(m) = w’ och f 1 (w) =
m’ dir f dr matchningen som ges av algoritmen. Eftersom paret ar blockerande
méaste w >,, w’ och m >,, m’. D4 méaste m ha besokt w fore w’. D4 méaste w ha
avvisat honom for ndgon m”. Dessutom méste da m’ = m” eller m’ >,, m”. Men
w byter inte ner sig". Det betyder att m >,, m’ &r omdjligt. Nagot blockerande
par kan inte finnas.

Algoritmen &r optimal fér arbetssGkarna

Vi séger att ett arbete w dr passande for m om det finns en stabil matchning f
sé att f(m) = w. Vi sitter p(m) = {w : w &r passande f6r m}. Vi sdtter ocksa
opt(m) = det arbete i p(m) som m rankar hogst. Det gir att visa algoritmen
ger en matchning f sd att f(m) = opt(m) {or alla m! Det betyder att f &r den
unikt optimala matchningen fér arbetssékarna.

Bevis

Vi gor forst en iaktagelse. Vi tittar pa forsta omgangen. Om m blir avvisad av
w s& 4r w inte passande for m. For bevis, antag att w € p(m). D4 finns det en
stbil matchning g med g(m) = w. Men det finns m’ (w:s utvalde applikant i 1:a
omgéngen) som rankar w hogst av alla jobb. Dessutom géller m’ >,, m. Det
betyder att paret m’, w blockerar g. Darfor géller w ¢ p(m).

Induktion

Antag att vi har visat att efter k omgangar har ingen arbetssokare m avvisats
fran ett jobb w som &r passande for m. Vi visar att detta d& géller ocksé efter
k + 1 omgangar. Antag att m soker jobb w och blir avvisad. Antag att det
finns en stabil matchning g med g(m) = w. Men vi vet att det finns en m’ som
w foredrar (som slar ut m i algoritmen). Det kan hénda att m’ inte rankar w
hogst av alla jobb. Men inget jobb som m/’ rankar hogre ar passande for m/ enligt
induktionsantagandet. Det betyder att w >,,» g(m’). S& m'w &r ett blockerande
par till g och g kan inte vara stabil.

Slutsats

Nér algoritmen &r klar kan ingen arbetssokare ha avvisats fran ett for denne
passande jobb. Om f(m) = w géller w € p(m) (eftersom f &r stabil). Eftersom
jobben soks i preferensordning méste f(m) = opt(m)

Algoritmen ur arbetsgivarnas perspektiv

Lat p(w) = méngden av arbetssékare m som passar for w, d.v.s. det finns stabil
matchning g sa att g(m) = w. Sétt sub(w) = den passande arbetsstkare som
w rankar ligst. De giller att algoritmen ger en matchning f sa att f~!(w) =
sub(w). Algoritmen ger simsta mojliga resultat for arbetsgivarna.



Bevis

Det gar att se som i foregdende bevis att ingen arbetsgivare avvisar nigon
passande arbetssokare. Dessutom giller forstas att f~1(w) € p(w). Antag att
det finns m’ sd att m’ € p(m) och m >,, m och att det finns en stabil matchning
g sa att g7 1(w) = m/. Da maste g(m) = w' uppfylla w >,, w’ (eftersom
w = opt(m)). Men d& dr m’, w ett blockerande par till g.

Aktenskapsmatchning i generella grafer

Antag att vi har en komplett graf K, dir varje nod har en preferensordning pa
6vriga noder. Vi antar att antalet noder dr jamnt. (Om vi startar med ett udda
antal noder kan vi lagga till en nod n* som placeras sist i alla preferensordningar
och som sjilv ges en godtycklig preferensordning.) En stabil matchning &r en
funktion f s& att (z) # z och om f(z) =y s& ar f(y) = =. Dessutom skall det
gélla att om z,y &r ett matchat par sa far det inte finnas z s& att = >, f(2)
och z >,. Den stora fragan dr om det alltid finns stabila matchningar. Svaret
ar nej!

Ett spel pA mingder

Vi har en grundméingd M = {1, ..,n}. Till varje delméngd F tilldelas ett virde
ar. Elementen i M tolkas som spelare. Ett urval av delméngder till M utgor
en partition av M om varje spelare ligger i exakt en delmingd. Delméangderna
kallas for koalitioner. Vi séger att spelarna i en koalition F' drar in virdet
ap. Antag att vi har en partition P. Produktiviteten fér partitionen &r v(P) =
> rep Ar. Givet P skall varje spelare fa en utdelning (16n") u;. Vi stéller 2 krav
pa dessa utdelningar. 1. ). u; = v(P). 2. For varje delméngd F’ (i P eller inte)
maste vi ha Zie Ui > apr. Detta verkar vara nédvindiga krav for stabilitet
hos en partition och utdelning. Om det sista kravet inte ar uppfyllt 16nar det sig
for personerna i F’ att bryta upp ur sina koalitioner och bilda nya koalitionen
F.

Gar stabilitet alltid att fa?

Givet en mangd M och en virdefunktion ar pa delméngderna, gar det att hitta
en partition P och en motsvarande mégd med utdelningar som ger stabilitet?
Svaret ar nej!



