Repetition

Inledningen innehéaller saker som férmodligen redan skall vara kéinda. Det &ar en
genomgang av matchning och fléden. Senare delen innehéaller vissa nya férdjup-
ningar och presentation av en variant av matchning som kallas for assignement-
spelet.

P. Halls sats

I en bipatit graf G med V= X UY &r en matchning ett urval av kanter sa
att inga kanter har gemensamma noder. Om m &r matchningens storlek och
m = |X| har vi en fullstdndig matchning X — Y. Om m = |X| = |Y| har vi en
perfekt matchning.

En beteckning: Om A C X s& dr I'(A) C Y de noder som é&r forbundna med
noder i A.

P. Halls sats: Det finns en fullstdndig matchning X — Y om och endast om
|A| < |T'(A)]| for alla A C X.

Bevis

Endast om gar latt att se. Vi visar det finns en fullstdndig matchning om vill-
koret &r uppfyllt. Vi antar att |A| < |T'(A)| alltid géller. Anvéand induktion &ver
storleken pd X. Om |X| =1 s& finns det forstds matchning.

Falll: |A] < |T'(A)| galler for alla A C X. Valj 1 € X. |T'(x1)| > 1. Matcha
z1 med nigon granne y;. Satt X' = X — a1, Y =Y — y;. Lat IV beteckna
grannméngder i nya grafen. Lat A’ C X'. Villkoret |A’| < |[IV(A’)| méaste da
gilla eftersom |A’| < |T'(A’)| Enligt induktionsantagandet kan X’ matchas in i
Y’

Fall2: Det finns A sd att |A| = |T'(A4)]. Enligt induktionen kan A matchas med
enmangd Y4 CVY.Satt X' =X —-A,Y' =Y —Y,. Lat A/ C X'. Vi vill visa
att |A'] < |T7(A")| Vivet att [T(A'UA)| > |A'|+]A]. TV(A'UA) =T(4")-T(A).
ITV(AN)] = [T(A"UA)| — T(A)| > |A"UA| —|A] = |A’|. Induktionen visar att X’
kan matchas ini Y.

Fl6desalgoritmen
Maximalt fléde i graf

Vi har en riktad graf G med tal c¢(u,v) definierat for varje par av noder sé att
0 < c(u,v). Om (u,v) ¢ E maste c(u,v) = 0. Vi har en kéilla s och en sénka ¢.
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° 12
16 20

10| |4 9 . o

s t
13 " 4




Med f(u,v) menar vi ett fléde som skickas mellan u och v. For flodet skall
foljande gilla:

1.f(u,v) < c(u,v) for alla u,v
2.f(u,v) = —f(v,u) for alla u,v
3. wey flu,v) =0 for alla u utom s,t

Vi kallar |f| =", f(s,v) for storleken pa flédet.

Lite notation: Om X C V)Y C Vsa dr f(X,Y) =3 > f(z,y).

Om z # s,t s ar f(x,V) = 0. Dessutom giller |f| = f(s,V). Det gar litt att
visa att |f| = f(V,¢).

Bevis

|| = f(s,V). For varje delmidngd X galler f(X,X) = 0. Vi far f(s,V) =
JWVV)=f(V=sV)==f(V=sV)=fV,V=s)=f(V.O)+ [(V,V —s—1t) =
(V1)

Hur hittar man maxfléde s — t?

Idé (Ford-Fulkersson): Om flodet inte dr maximalt s& hittar vi en stig s — ¢
som det gar att oka langs. Oka sedan. Men hur hittar man sddana stigar?

Residualgraf

Givet grafen G och ett flode f sa sétter vi cp(u,v) = c(u,v) — f(u,v).
"Kapaciteten"cy(u, v) ar ett matt pa mojligheten att &ndra flodet.

Aven om c(u,v) = 0 kan ¢f(u,v) > 0 om f(u,v) < 0. Men cg(u,v) > 0 for alla
U, v.

Vi later kanterna E; = {(u,v) : ¢(u,v) > 0} bilda kanterna i residualgrafen
Gy som har kapaciteterna cy.

Exempel:

Flodet av virde 3 i grafen

ger restflodet



Residualgrafen G ¢ anger hur mycket flodet kan dndras pa de olika kanterna.
Utokande stig

En utékande stig p &r en stig s — ¢t 1 Gy. Lat §, = min{cy(u, v) dér (u,v) ar kanter i p}.
A, f ar en adndring i flédet som ges av

o, om(u,v) €p
Apf(u,v) =< =6, om(v,u) €p
0 annars

Vi bildar nytt flode genom att sitta f/(u,v) = f(u,v) + A, f(u,v). Det ger
|1 = 1f1+ 6p-

Ford-Fulkersons algoritm

FORD-FULKERSON(G = (V, E),c)

(1) foreach (u,v) € E

(2) f(u,v) <0

(3) fv,u) <0

(4) while det finns vig p sadan att s — ¢ i Gy
(5) 0 — min{cs(u,v) : (u,v) € p}

(6) foreach (u,v) € p

(7) flu,v) = flu,0) +6

(®) flo,u) = —f(u,v)

Om utékande stig finns dr f inte maximalt. Det omvanda géller : Om det inte
finns utckande stig &r f maximalt. Hur visar man det?

Snitt

Ett snitt ar en partition av V i tva disjunkta delar X och Y sadana att s € X
och ¢t € Y. Kapaciteten C(X,Y’) dr definierad som »_, . >~ oy c(z,y).

Viktig olikhet: | f| < C(X,Y) for alla snitt X, Y.
Bevis: Vi har |f| = f(s,V) = f(s,V)+ f(X — 5, V) = f(X,V) = f(X,X) +
f(X’ Y) = f(X7Y) Men f(X7Y) = Z:c Zy f('r’y) < Zz Zy C(JZ, ) = C(X’ Y)



Antag att f inte har nigon uttkande stig.

Satt Xy = {v s& att det finns en stig s — v i Gy}. Sétt Yy =V — X;. D4 &r
(Xf,Ys) ett snitt. Om v € X och v € Yy och (u,v) € E maste f(u,v) = c(u,v).
Om (v,u) € E maste f(v,u) = 0. Vi har dérfor |f| = C(X¢,Ys) Vi inser ocksa
att C(Xy,Yr) maste vara ett snitt av minimal storlek.

Ford-Fulkersons sats: Virdet pa det maximala flédet i en graf &r lika med
vardet pa det minimala snittet.
Maximal matchning som flédesproblem

Problemet att hitta en maximal bipartit matchning (d.v.s. maximalt antal in-
gaende kanter) kan 16sas genom att bilda ett flédesproblem och sedan 15sa det:
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Alla kanter har kapacitet 1 riktad &t héger. Konstruera ett maxfléde.

Sats: Om alla kanter i en graf G har heltalskapaciteter sa kommer maxflodesal-
goritmen att ge ett fldde som har heltalsvirde i alla kanter.

I var graf kommer kanterna att fa flode 0 eller 1. Lat M vara mangden av kanter
som har flode 1. Da kommer M att bilda en maximal matchning.

Mengers sats

Antag att vi har en oriktad sammanhéngande graf med tva noder s och ¢ mar-
kerade. Tva stigar fran s till ¢ &r kantdisjunkta om de inte har nagra gemen-
samma kanter. Vi siger att en mingd A C E(G) &r s,t-separerande om alla
stigar som gar fran s till ¢ maste innehalla minst en kant i A.

Mengers sats: Storleken pa en maximal méngd av kantdisjunkta stigar fran s
till ¢ &r lika med storleken pa en minimal s, t-spererande kantméangd.

Bevis

Tolka grafen som ett ndtverk med s som kélla och ¢ som sénka. Vi tédnker oss att
alla kanter ar dubbelriktade och har kapacitet 1. Da motsvarar ett maximalt
fléde en méngd kantdisjunkta stigar. P4 samma sédtt motsvarar ett minimalt
snitt ett minimalt val av s, t-separerande kanter. Ford-Fulkersons maxflodessats
visar nu att dessa tal ar lika.



En annan variant

Det finns ett lite annat sétt att uttrycka Mengers sats pa. Tva stigar fran s till
t ar noddisjunkta om de inte har nagra gemensamma noder. Vi siger att en
mingd A C V(G) — {s,t} ar s,t-separerande om alla stigar som gar fran s till
t maste gd genom minst en nod i A.

Mengers sats: Storleken pé en maximal méngd av noddisjunkta stigar fran s till
t ar lika med storleken pa en minimal s, t-spererande nodméangd.

Beviset &r en modifikation av det andra beviset. Det ldmnas som 6vning.

Mer detaljera analys av matchning

Fraga: Om inte hela X gar att matcha, hur stor &r da en matchning av maximal
storlek.

Definition: Om storleken p& en maximal matchning dr | X| — d si siger man att
d ar defekten hos grafen. Kan d beskrivas pa nagot annat sdtt? Om X inte
kan matchas s finns det en delmidngd A C X sa att |A] > [T'(A)|. Vi séger att
A har den lokala defekten |A| — |T'(A)|. Definition: Givet A C X &r den lokala
defekten §(A) = max (|A| — [T'(A)],0). Det gar att se att om det finns A med
d(A) > 0 s& maste d > 0(A). Faktiskt géller d = max 0(A).

Bevis

Lat m = max §(A). Vi visar att det finns en matchning av storlek | X| — m.

Detta innebér att m maste vara lika med defekten d eftersom m < d. Lagg till
m nya noder till Y. For varje ny nod drar vi en kant till varje nod i X. ( Det
ger | X|m nya noder. ) Den nya grafen uppfyller P. Halls villkor. Det finns en
total matchning av X. Ta bort de m st noder i X som matchats med en ny nod
i Y. Det ger en matchning av storlek |X| —m i den gamla grafen.

Strukturen hos en maximal matchning

Vi séger att Z C X &r en maximal matchad mingd (MMM) om Z gar att
matcha och om Z inte gar att utvidga med nagot element och fortfarande vara
matchningsbar.

Pastaende: Alla MMM har storlek | X| — d.

Bevis: Antag att Z ar en MMM med |Z| < | X|—d. Antag att « ¢ Z. Eftersom Z
inte kan utokas med x maste det finnas en delméngd A, C Z sa att |4, U{z}| >
IT(A; U {z})|. Det betyder att |A,| = |I'(Az)| och att z € T'(A;). Lat nu
Z* =Uygz Ay Dagiller I'(X — Z) CT'(Z7).

Om A och B &r tva méngder som gar att matcha sa ar [I'(AU B)| = [T'(A)| +
IT(B)| — I'(AN B)| < |Al+ |B| —|AN B| = |AU B|. Det betyder, genom
induktion, att |I'(Z*)| = |Z*|. Da géller [T'((X — Z2) U Z*)| = |I(Z%)| = |Z*|.
(X — Z)U Z*| = |X]| —|Z| + |Z*|. Mangden (X — Z) U Z* har den lokala
defekten § = | X|—|Z|. Men | X|—|Z| > |X| - (|X| —d) =d. S& 6 > d. Men det
ar omojligt!

Algoritmisk konsekvens

Varje méngd A som gar att matcha kan utvidgas till en MMM med |X| — d
element. Det finns alltsa inga “daliga val” av startméngd.



KoOnigs sats

Vi har en bipartit graf G = X UY. En maximal matchning &r ett maximalt urval
av kanter utan gemensamma noder. Lat v vara storleken pa en maximal match-
ning. En horntéckning ar ett urval av noder sa att varje kant innehaller minst
en av noderna i mangden. Lat 7 vara storleken pa en minimal hérntéckning.
Man ser latt att v < 7. Konigs sats: v = 7.

Bevis

Anvind Mengers sats. Lagg till en kélla s och forbind den med alla noder i X.
Lagg till en sénka t och férbind den med alla noder i Y. Vardet pa v = virdet
pé antalet noddisjunkta stigar fran s till t. Vardet pa 7 = virdet pa minimala
antalet noder som separerar s fran ¢. Enligt Mengers sats dr da 7 = v.

Bevis av P.Halls sats fran Koénigs sats

Antag att G uppfyller P. Halls villkor. Vi visar att v = | X | genom att visa att X
ar en optimal horntéickning. Antag att en optima horntéackning bestéar av A C X
och BCY.Siatt A =X — Aoch B =Y — B. Eftersom A, B ar optimalt valda
maste I'(A’) = B. Enligt P. Halls villkor &r |A | < |T'(4")| = |BJ. Vi kan alltsa
ersitta B med A’ och far da 7 = | X]|.

Assignement-problemet

Vi har n st arbetsgivare (jobb) och n st arbetare. Om jobb nr ¢ kombineras med
arbetare j far vi en produktivitet a;;. Vi vill hitta en matchning (¢, f(4)) sa att
> a; #(iy ar maximal. Hur hittar man en sddan matchning?

En annan formulering

Vi har en n x n-matris med element a;;. En generaliserad diagonal &r ett val
av n element sa att vi har exakt ett elemnet fran varje rad och varje kolumn.
Vi vill hitta en generaliserad diagonal med maximal elementsumma.

Algoritm

Vi anvéander en speciell teknik. Vi forsoker hitta tal wi, us,...un,v1,v2,... 0y
som uppfyller u; + v; > a;; for alla 4,j. Vi ser att om A &r en generaliserad
diagonalsumma maste ) . u; + Zj v; > A. Vi kommer att visa att det minsta
valet av >, u; + > ;Uj ger vardet pa en maximal diagonalsumma. Vi antar for
enkelhets skull att alla a;; dr positiva heltal.

Vi konstruerar u;, v;-vérden i flera steg. Vi sétter forst u; = max;a;; och v; = 0.
Da ar u; +v; > ay; for alla 4, j. Vi minskar u,;-viardena och 6kar v;-vérdena.
Om det gar att hitta en matchning (i, f(i)) s& att u; + vy = a5 sa dr
> ui+ 32,0 = >0, a; f(;) en optimal diagonalsumma.

Lat I vara en indexméngd. Lat I'(I) = {j : det finns ¢ € I s att u; +v; = a;;}.
Om det inte finns en matchning finns det I med |T'(I)| < |I]. Minska alla u;
med i € I med 1. Oka alla v; med j € T'(I) med 1.

Vi ser att

1. Totalsumman »; u; + 3 ; v; minskar med minst 1.

2. Alla olikheter u; + v; > ai; bevaras. Men processen maste stanna eftersom
totalsumman inte kan bli ldgre dn en diagonalsumma. Men nér processen stannar
har vi en matchning och en optimal diagonalsumma.



En spelteoretisk tolkning

Antag att n arbetsgivare och n arbetare skall dela in sig i par. Om arbetsgivare
1 och arbetare j samarbetar genererar de utdelningen a;;. Vi tolkar detta som
pengar. Varje arbetsgivare skall sedan fa en 16n"u; och varje arbetare en 16n"v;.
Det finns naturliga krav som man kan stilla pa dessa l6ner.

L > ui+) ;vj = Adér A dr diagonalsumman fér matchningen som &r bildad.
2. For varje par (4,7) skall u; +v; > ai;.

Analys av sista kravet

Antag att ¢ och j inte samarbetar. Om u; +v; < a;; skulle de kunna bryta upp
sina nuvarande partnerskap och samarbeta med varandra. De skulle da kunna
dela pé a;; och fordela 16nerna ug, v} sa att u;+v; = a;; och uj > u;, vj > v;. Pa
samma sétt kan vi se att om ¢ och j samarbetar och u; +v; < a;; sé kan de dela
a;j och bilda nya, béttre loner u}, v;». Det arrangemang som var algoritm ger ger
ocksa nagot som kallas stabilitet. Denna stabilitet verkar vara ett nodvandigt
krav for att en 16neférdelning skall fungera. Algoritmen kan modifieras sa att
man kan fa andra typer av stabila fordelningar. Det gar att visa att algoritmen,
som den &r beskriven hér, ger en fordelning som &r optimal fér arbetsgivarna.



