Ett problem

6 personer triffas pa en fest. Bland dessa finns det

en grupp om 3 personer dar alla kdinner varandra

eller

en grupp om 3 personer dir ingen kinner nagon annan.
Visa detta.

Bevis

Kalla personerna a,b,c,d,e,f. Fixera a. Ta reda pa hur manga som kénner a. Det
finns 2 fall.

1. a kiinner minst 3 andra. Sig att det ar b,c,d. Om t.ex. b,c kéinner varandra
bildar (a,b,c) en kiinner-grupp. Om ingen av b,c¢,d kinner varandra bildar (b,c,d)
en inte-kinner-grupp.

2. Det finns minst 3 personer som a inte kinner. Sig att det ar b,c,d. Om t.ex. b,c
inte kinner varandra bildar (a,b,c) en inte-kinner-grupp. Om b,c,d alla kinner
varandra bildar (b,c,d) en kinner-grupp.

Saken &r klar.

Nagra fragor

Gaéller resultatet om vi har 5 personer? Nej! Vad hdnder om man slidpper pa
kravet om 3 personer? D& far vi ett trivialt pastaende.

Ex péa liknande pastédenden: Av tre personer finns det 2 som har samma kon.
Icke-trivialt: I en grupp om 9 personer finns det en grupp om 4 personer som alla
kénner varandra eller en grupp om 3 personer dér ingen kinner nagon annan.

Mer abstrakt formulering

Antag att vi har den kompletta grafen Kg och fargar alla kanter réda eller bla.
Hur &n fargningen gors sa finns det en réd triangel eller en bla triangel.

Ramseys sats (enkel variant)

Det finns ett minsta tal R(k,[) sa att om kanterna i K g ;) firgas roda och bla
s& finns det en k-klick med enbart réda kanter eller en [-klick med enbart blé
kanter.

Liknande satser

Det finns en stor klass av liknande satser som alla gér ut pa ungeféar féljande:
I en mycket stor struktur maste det finnas ordnade delstrukturer av en viss
storlek.

(Det gar inte att undvika en "viss ordning".)

Bevis for Ramseys sats

Vi anvénder induktion. Vi ser forst att R(k,2) = k och R(2,1) =1 om k,l > 2.
Antag att vi vill visa att R(k,) existerar och att vi har visat att R(k — 1,1)
och R(k,l — 1) existerar. Vi visar att om n = R(k — 1,1) + R(k,l — 1) s& finns
det en rodfirgad k-klick eller en blafiargad I-klick i K,,. Det betyder att R(k,1)
existerar och att R(k,l) < n.



Fixera noden n i K, och gor en fiargning. Vi generar en inducerad fargning
pa noderna 1,2,---n — 1: Om c¢(i,n) ar fargen pa (i,n) ger vi i samma firg.
(Kalla den ¢(7).) Det gar att se att det finns R(k — 1,1) noder som &r roda eller
R(k,l — 1) noder som é&r bla.

Det forsta fallet analyseras: Om det finns R(k — 1,1) réda noder sa finns det en
K 1-delgraf med réda kanter eller en Kj-delgraf med bla kanter. I forsta fallet
bildar noderna i Kj_; tillsammans med n en Kg-delgraf med réda kanter. I det
andra fallet finns som sagt en K;-delgraf med bla kanter.

Det andra fallet behandlas pa liknande sétt.

Beviset &r klart.

Exakta viarden?

Beviset visar att R(k,[) existerar. Det séger inte hur stort talet ar. Beviset ger
dock uppskattningen R(k,l) < R(k —1,1) + R(k,1 —1).
Exakta virden ar ytterst svara att berdkna)l

En tillimpning

Fargning kan lata artificiellt. Det handlar snarare om att ett par har en viss
egenskap (rod) eller inte har egenskapen (bla).

Pastaende: Om n dr ett heltal sa finns det ett tal IV sa att varje sekvens av N
olika tal x1,xs, - - - xn har en vixande delsekvens av ldngd n eller en avtagande
delsekvens av ldngd n.

Bevis: Téank pa en Ky med talen 1,---n som noder. Om ¢ < j fargar vi kanten
(4,7) r6d om x; < x; och bla om z; > x;. Om N = R(n,n) sa finns en réd
n-klick (vixande sekvens) eller en bla n-klick (avtagande sekvens).

En exakt 16sning av problemet

Det gar att visa att N = (n —1)2+1 =n? — 2n+ 1 #r det minsta N-viirde som
fungerar. Ex: n = 2 ger N = 2 (naturligtvis). n = 11 ger N = 101.

Bevis: Tag sekvens med (n — 1) + 1 tal o1, 22, .... Lat v(i) vara lingden pa
langsta vixande sekvens som startar med xz;. Lat a(i) vara langden pa den
langsta avtagande sekvens som startar i z;. Vi antar att v(i),a(i) < n —1 for
alla i (och visar att det a&r omdojligt). Lat My, vara méngden av alla i s& att
v(i) = s och a(i) = t. Vi later 1 < s,t < n — 1. Klasserna M,; ger en partition
av (n—1)2+1 tali (n — 1)? delmiingder. Minst en delmingd maste innehalla
2 element. Men det ar omdjligt! (Varfor?)

Generalisering

Vad hénder om vi har 3 farger?

Ex: N personer ar pa fest. Finns det en 3-grupp sé att alla tycker om varandra
eller alla hatar varandra eller inga kiénner varandra? Det kan modelleras med
att varje par far en av tre farger och vi letar efter en enfargad 3-grupp.

Lat R(k,l,m) betyda minsta talet sa att om kanterna i Kg, ) fdrgas roda,
bla eller grona sa finns det en r6d Ky, eller en bla K eller en gron K,,. Finns
talet R(k,l,m)?

Losning: Definierar 2 firger rod och blon. Sétt n = R(k, R(I,m)). Da finns det
en bla Ky, eller en blon Kgr(l,m). Men den bléna Kr(l, m) méaste innehélla en
bla K eller en gron K,,.



Annu fler firger

Vi kan ténka oss att kanterna i en komplett graf fargas med farger f1, fa, - fs.
Antag att vi har talen [y,ls,---ls. D& betyder R(l,ls,...,l5) det minsta tal s&
att en komplett graf av denna storlek har en f;-fargad K, for nagot <.

Sats: R(l1,ls, ...,1s) existerar.

Beviset gar till pa samma sétt som ovanstaende exempel.

En annan generalisering

Vi kan ge 3-gruppen farg.

Ex: Vi har en méngd med tal. Ge en 3-grupp férgen réd om ett av talen i
gruppen kan skrivas som summan av de tva andra. Ge 3-gruppen fargen bla
annars. Fragan dr da, finns det en méngd med k tal dér alla tal &r summan av
tva godtyckliga andra eller en méngd med [ tal dér inget tal &r summan av tva
andra?

Ramseys sats (generell)

Antag att alla k-delméngder av en méngd M fargas med s farger. D4 finns talet
Ry (l1,1a,...,1s) s& att om storleken pd M &r n > Ry(l1, 1o, ...,1s) s& finns det en
l;-delméngd med alla k-delméngder firgade med farg f; (for nigot ).

Szekeres problem

Finns det ett tal f(n) s& att om f(n) punkter placeras i planet sa finns det n
av dem som bildar en konvex n-hérning?

Ex: Trivialt sant d& n = 3. Annars ar det inte sd enkelt. Men svaret ar ja.
Beviset byggs upp i flera steg.

Steg 1

Om 5 punkter placeras sa att inte 3 av dem ligger pa en linje s maste 4 av dem
bilda en konvex 4-horning.

Bevis: Antag att vi har 5 punkter och ingen konvex 4-horning. D& méste det
konvexa holjet bilda en triangel. Kalla punkterna i triangeln for a,b,c. Da
maste de 6vriga punkterna d,e ligga inuti triangeln. Bilda linjen d,e. Det finns
en triangelsida som inte skérs av linjen. Antag t.ex att det ar sidan med a,b. D&
bildar a,b,d,e en konvex 4-horning. Det ger motsagelse.

Steg 2

Om vi har en konvex n-horning sa bildar alla 4-méngder av punkter en konvex
4-horning. Omvént, om alla 4-méngder i en n-horning dr konvexa ar hela n-
horningen konvex.

Bevis: Vi visar det sista steget. Antag att n-horningen inte dr konvex. Bilda
konvexa holjet. Det bildar en konvex m-hérning med m < n — 1. Triangulera
m-horningen. Da finss en triangel som innehaller en 4:de punkt. Triangeln och
den 4:de punkten bildar en 4-hoérning som inte ar konvex. Sa om alla 4-hérningar
ar konvexa &r hela n-hérningen konvex.

Ramsey-trick



Antag att antalet punkter &r N = R3(n,5) och att vi fargar varje 4-méingd réd
= konvex och bla = inte konvex. Da finns det en n-hérning med alla 4-hérningar
konvexa eller en 5-horning med ingen 4-horning konvex. Men det sista fallet ar,
som vi sett, omojligt. Alltsa finns det en konvex n-hérning.

En oidndlig variant

En oédndlig komplett graf bestar av noder 1,2,---. Mellan varje par av noder
i,j gar det en kant. Antag att alla kanter fargas roda eller bla. D4 finns det en
oandlig méngd med noder i1, 72, - - - sa att alla kanter mellan noderna har samma
farg. Det finns med andra ord en oéndlig, komplett, monokromatisk delgraf.

Bevis

Starta med att sdtta Y3 = {1,2,---}. Vi skall sedan konstruera en sekvens
- Y3 C Yy C Y dér varje Y; ar odndlig. Antag att Y; ar konstruerad. Valj ett
y; € Y; t.ex. forsta talet i Y;. Ge varje tal  1Y; — {y;} en farg c¢*(z) = c(yi, x).
Eftersom Y; &r odndlig maste en farg forekomma odndligt antal ganger. Vilj Y;
till en sddan odndlig fargklass. Vi har nu ---Y3 C Y5 C Y7 och talen y1, 92, -.
Varje tal har en firg c¢*(y;). Den &r relaterad till kantfargen sa att c(y;,y;) =
c*(y;) for alla j > i. Méngden y1,ys, -+ ar odndlig.

En farg maste forekomma ett odndligt antal ganger. Antag t.ex. att y;,, ¥i,, - -
ar en oandlig sekvens med ¢*(y;, ) = ¢*(yi,) = - - . D& har alla kanter i méngden
samma farg. De ger en odndlig monokromatisk delgraf.



