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e Floden och matchning
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Varfor ser de ut som de gor?

Antalet sitt att vilja k oordnade objekt ur méngd av n sdrskiljbara objekt
!
= (Z) = k!(ﬂk)!'
Bevis: Kontruera antalet siatt att vélja
k ordnade objekt ur mangd av n sdrskiljbara objekt. Det ar
!
n(n—1)(n—-2)..(n -k +1) = %5
Ordningen av de k objekten &r irelevant. "Kvota bort dengenom division med
k!. Det ger #Lk), kombinationer.

Metoden med Gverrdkning och utkvotning

Vi vill berdkna antalet strukturer av en viss typ. Strukturerna antas innehéalla
en viss oordnad del. Qverrikna genom att inféra en numrering. Berdkna antalet
nya strukturer. Kvota bort numreringen.

Varfor dr binomialkoefficienterna heltal?

Rent aritmetiskt verkar det inte sjavklart att ﬁlk), maste vara heltal.

Enkel princip: Om ett komplicerat uttryck u kan visas rédkna nagot maste u
vara heltal.



Aritmetiskt bevis

Vi visar att om p ar ett primtal och p” delar k! s& maste p” ocksa dela n(n —
|

I s fall kan alla faktorer i k! divideras bort och divisionen gar jamnt upp.

Om m ar ett heltal och p ett primtal later vi f(m) vara hogsta potensen av p

som delar m/!.

f(m) = [2]+[35]+...+ [ 1] dér p* &r nagon (spelar ingen roll vilken) p-potens

som ar storre an m.

Hogsta p-potens som delar (n%'k), ar

F(n) = f(n — ).
F) — fln— k) = (2] + | 2] 4ot [ 2]
k) | mgk] | k)

For godtyckliga tal n, k, a géller
2] > 1225 + 5]

Det ger | 2] < [2] —[“Z%].
F) = fln—k)=12] = [%55] + s ) = |55 + o+ 5] = 1%
>[5+ 5]+ + 2]

= f(k).

Det ar detta vi ville visa!

Tre viktiga identiteter
o 2" = ZZ:O (Z)
0=3r (=D
(%) =i (1)

Metoder for att visa identiteter

Direkt aritmetisk verifiering.

Induktion.

Potensserietrick.

Kombinatorisk tolkning.

Bevis av identiteterna

2= 30 (2)

Kombinatorisk tolkning:

Summan = Totala antalet delméngder = 2™.
Potensserietrick:

(1427 = () + () + (a2 + o+ ().
Satt x = 1 s& far vi var identitet.



Andra identiteten

0= ZZ:O(_I)k(Z)

Kombinatorisk tolkning:

Antalet jamna méngder = Antalet udda méngder.
Verkar inte finnas nagot enkelt sétt att se det?
Potensserietrick:

Satt « = —1 i formeln for (1 + x)™.

Tredje identiteten

(o) = Simo ()

Potensserietrick:

(I+2) =14 ..+ (M2 + ...+ 22

Men samtidigt géller (1+z)?" = (1+a)"(1+a)" = (1+...+ (7)o’ +...+2")(1+
w27 k2t = (L4 ™ 27

Cn =D ke (Z) (nzk) = k=0 (Z)Z

Kombinatorisk tolkning:

Definiera en 2n-méngd med n réda och n blda kulor. Kulorna ar sarskiljbara.
Antalet sitt att vilja n kulor ur denna méngd &r (). Ett val maste besta av
ett val av k roda kulor och n — k blaa kulor. Talet k£ varierar mellan 0 och n.
Fér ett visst val av k blir antalet méjliga val (7)(,",) = (7)(}). Totalt fas

Siio (1) val.
Den klassiska identiteten

(r) = (%) + (o)
Forsok visa den.

Dragning med aterlaggning
Antalet sdtt att dra k& kulor ur méngd med n kulor med dterldggning ar (""':_1).
Tva bevis:
Via 0/1-sekvenser.

Via bijektion till vixande sekvenser.
0/1-sekvenser:

Lat L vara en lista med k st nollor och n—1 ettor. Vi later L motsvara dragning
med aterldgging pa foljande sdtt: Antalet nollor till vinster om 1:a ettan anger
antalet val av den forsta av de n kulorna. Antalet nollor mellan etta i — 1 och i
anger antal val av kula 7. Antal nollor efter sista ettan anger antal val av kula
n.

Det totala antalet saddana listor ar % = (""':_1) eftersom nollorna och
ettorna inte &r séarskiljbara.



Bijektion till vixande sekvenser:

Lat (a1, az, ...ax) vara en strikt vixande sekvens av tali [1,n + k — 1].

Antal sadana sekvenser &r ("777"). Om vi bildar sekvensen
(a1,a2—1,a3—2,...,a;— (i—1),...,ar,— (k—1)) far vi en sekvens som motsvarar
en dragning med aterldggning av tal i intervallet [1, n].

Om (b1, ba, ..., b) ar en vixande men inte nddvindigtvis strikt véixande sekvens
av tal i [1,n] som motsvarar dragning med aterlaggning ar (by,bs + 1,...,b; +
(i—1),....,bk + (k — 1)) en strikt vixande sekvens av tali [1,n + k — 1].

Binomialkoefficienter med negativa koefficienter

—n

( X ) tolkas som
(—n)(—n—l?c.'..(—n—k—l-l) _

(_1)k n(n+1)]in+i!)...(n+k71)

_ k (n+k—1

= (=D (")

Antalet siitt att gora dragning med aterliggning kan tolkas som (—1)%(7").
Ytterligare notation

Med [n]r menar vi n(n —1)...(n — k + 1).
Med [n]* menar vi n(n + 1)...(n + k — 1).

Det ger foljande regler:
. N el 1w . ]
Antal dragningar av k£ kulor ur méngd av n utan aterlaggning = %

!
Antal dragningar av k£ kulor ur méngd av n med &aterldggning = [T,Lc—},k

Generande funktion

MacLaurinutveckling ger

= () = L (T4t ()2 .

Serien ar odndlig. Hur den kan anvindas visas i senare foreldsning.

Om « inte &r ett heltal géller (1+z)* =1+ (?)z+ (5)2? + ... + ()" + ...
Har géller (z‘) = W Dessa binomialkoeflicienter har ingen kombi-
natorisk tolkning.

Det finns ingen definition av binomialkoefficienter pa formen (_”k)

Unimodalitet

Binomialkoefficienterna (Z) ar strikt vixande upp till (LZ J) och strikt avtagande
2

fran (Léj).
(LgJ) = (L%J)' for alla n.

(Om n &r jamnt &r 5] = LRTHJ)
Verkar sjalvklart, eller? Hur bevisar man det?

Bevis med dubbelrikning

Vi visar att om 1 < k < [Z] dr (")) < (})-

Vi raknar antalet par (A, B) diar A &r en k — 1-méngd, B ar en k-méngd och
AC B.

Kalla antalet for P. Vi rdknar P pa tvd olika sdtt:



Till varje A-méngd kan man lagga till n — k + 1 element 6r att f& B-méngd.
Det finns (,",) A-méngder.
P=mn-k+1)(,"))-
For varje B-méngd kan man dra ifran &k element for att f4 A-méngd.
Det finns (}) B-méngder. P = k(7).
Det ger k() = (n —k+1)(,",).
n n—~k n n
() === G20) > (2
Pa samma sitt kan man visa att
() = ()
Fallet k > | 241 ] fis genom symmetri.




