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Probabilistiska metoder

Oberoende mangder och klickar

Lat G vara en graf med hornen V och kanterna E. En delmidngd W av hornen
sdges vara oberoende om den inte har nagra kanter, och den bildar en klick
om det finns kanter mellan samtliga horn i W.

Exempel. Antag att ett antal personer antingen kénner varandra eller &r fram-
lingar. I en grupp om 6 personer finns det da antingen tre personer som alla
kidnner varandra inbordes eller tre personer som alla dr framlingar till
varandra.

Bevis. Lat gruppen besta av A, B, C, D, E och F. A har da antingen minst tre
bekanta eller tre frimlingar. Antag att A har tre bekanta, sig B, C och D.
Antingen finns det da tva av dem, sdg B och C, som kénner varandra, och da
bildar A, B och C en klick. I annat fall &r B, C och D en oberoende méngd.
Motsvarande hinder, om A har minst tre frimlingar.

Vi undrar hur manga horn en grupp maste ha for att det skall finnas en stor
oberoende méngd eller en stor klick.

Sats. I en grupp med »n horn finns det antingen en oberoende mingd av stor-
lek s eller en klick av storlek 7 under forutséttning att

n>2"" -1

Bevis. Beviset dr induktion 6ver s + . Om det inte finns en oberoende méngd
av ordningen 2, sa finns det kanter mellan samtliga horn i grafen, och om det
inte finns en klick av ordningen 2, sa finns det inga kanter i grafen. Satsen dr
alltsa sann for s =1, 2 och alla 7, samt for t = 1, 2 och alla s. Dessutom ir den
enligt ovan sann for s = ¢ = 3, eftersom 2°~1>6.

Antag nu att satsen dr sann for alla s och t med s + ¢t =k — 1. Tag nu en
mingd med 2F_ 1 element och vilj ett godtyckligt s; 1 <s<k—1ochsitt =
k — 5. Fixera ett element A i denna médngd. A har pA) grannar. Antingen har
A en kant till minst hélften av dessa grannar, eller ocksa har A ingen kant till
minst hilften av dessa grannar. Enligt induktionsantagandet har vi bland
grannarna i det forsta fallet antingen en oberoende méngd av ordningen s — 1
eller en klick av ordningen ¢. Tillsammans med A har vi dédrfor antingen en
oberoende mingd av ordningen s eller en klick av ordningen ¢. I det andra
fallet vet vi att grannarna innehaller antingen en oberoende mingd av ord-
ningen s eller en klick av ordningen 7 — 1. Aven i detta fall innehéller allts&
hela mingden antingen en oberoende méngd av ordningen s eller en klick av
ordningen 7. Satsen giller alltsa for alla k. ¢

Vi har alltsa visat att for en graf med n horn kan satsen gélla for
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logn
2

s=i=

t=2logn+3
Hérnist skall vi visa att s = ¢ = 2 - log n inte dr mojligt.

Det dr svart att explicit konstruera en miangd som motsidger satsen. |
stillet arbetar vi med slumpvisa méngder och visar att det existerar en graf
utan nagon klick av storlek ¢ och utan nagon oberoende mingd av storlek 7.

Vi skapar en graf dér varje par av horn har en kant med sannolikheten
V4. Definiera for varje delmingd o av storlek ¢ den stokastiska variabeln

X,=1 om o &r en klick av storlek t

X =0 annars.

a

n
och lat X = ZX ., Vvara antalet klickar av storlek ¢. Det finns Lj delmiéng-

t
der o och (ZJ kanter i varje delméngd. Sannolikheten for att o dr en klick dr

2_(;) sa
ElX]= B[S x, |- Sy, 1= Y2 1 - @.2-(’2)
Vi siitter ¢ =2logn+3 och uppskattar:

E[X]<n’ 2l (”)/2) _1

20t 2
P4 samma sitt ir
Elantal oberoende méngder av storlek ¢] < V2.
Satt nu

pi = Pr(exakt i stycken klickar)
q; = Pr(exakt i stycken oberoende mingder)

Da ar
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sz < Zl p; = E[kllckar] < —

i>0 i>0
qu <Zz q —E[ober]<—
i>0 i>0

och

Pr(klick v ober) < Pr(klick )+ Pr(ober) = Zp +qu <1

i>0 i>0
sa sannolikheten for ingen klick eller ingen oberoende méngd av storlek ¢ dr
positiv. Men detta innebér precis att det finns en graf utan klick och utan obe-
roende mingd av ordningen 7, datr=21logn+3. ¢

Anmirkning. Uppskattningen av E [X ] var mycket grov. Vi tappade en fak-
tor ¢!, sa sannolikheten for klick eller oberoende méngd var i sjilva verket

< O(1/t) = O(n <~ loeloemy
Det ar alltsa ovanligt med sa stora klickar och oberoende méngder.
t=logn

Vad hiinder for t = log n? Vart mél ir att visa att E[X] och V[X] ir stora
men att p, ir litet.

{1229

Produkten pa slutet uppskattas genom Taylorutveckling av logaritm- och
exponentialfunktionerna sa att vi far:

E[X]:'zt!.z@_(l_t-(t—

1) +olt* 11 )j
2n
Med Stirlings formel kan vi skriva om resten till

n' _(;2) 1 ne
E[x]=" 2= 1.
[X] 7! 27t (r-z"‘”z’j

Sétter vi in ¢ = log n far vi

E[X]z n | ne logn _ n | e\/; logn
27logn logn-ﬁ 2rlogn | logn
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och detta vixer uppenbarligen mycket fort.
Vi skall berikna variansen V[X]|=0=E [X 2]— E[XT och utnyttja
Tjebyshovs olikhet

Pr[X —m| > ko)< klz

for att fa en uppskattning av py.

a0,

elel-a (£, | |- S, v, |- Zeby, v,

dir summan tas Over alla par av delméngder av storlek .

Vi grupperar summorna sa att vi forst summerar 6ver par med gemen-
sam skdrningsmingd £, sedan over alla skdrningsméngder med storlek u och
slutligen 6ver alla u.

A=y ¥ [ SElx, -x%]j

u BlBl=u\a.ay:a,na,=p

n
Det finns ( J sitt att vélja en skdrningsméngd med u element. Nar detta dr
u

u n
gjort, finns det ( J sdtt att utvidga den till ¢4 och dérefter {

sitt att
t—u r—u

vilja . Summan har dirfor

n)(n—-u)(n—t
u)\t—u ) \t—u
stycken termer.

t
o och op har vardera {ZJ par av horn. Gemensamt har de (Zj horn-

par. Sannolikheten att varje sddant par har en kant &r 2. Variablerna X , upp-
fyller

Xp Xy =1 om bade o och oy, dr klickar
X, X, =0 annars.

prlx, -x, =1)=E[x, -x, =2

o

Alltsa blir
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ZU[F—MF—?ZU()

n!
u)!z-(n+u—2t)!

5(6)

Kvoten mellan termerna u + 1 och u ar for u > 1

(S

(w+1)-(n+u+1-21)

sa forsta termen dr storst och termerna avtar mycket snabbt i borjan. Om vi
bara tar med de tva forsta sa far vi

s
0= i)

Produkten av de tva sista faktorerna kan som ovan uppskattas till

()7 (n—20)!

0

Elx?]~

och detta giller dven om vi tar med alla termerna. Uppskattningen blir alltsa:

270 -(1— =1 o /nz))

n

2

(17

Tjebyshovs olikhet ger nu

E[x?]

Pr[x =0]< Pr[x - E[x]> E[x]< Egz]z _ E[X;][;]EZ[X]Z
Eftersom
> _ n _Z(IZ) t‘(t_l) 4, 2
lxp = 22 ™ (1= ol 1)

kan vi forkorta bort de stora faktorerna och fa

Pr[X =0]<0(* /1)
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och for t =log n

Pr[X =0]< Ollog* n/n?)
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