Expandergrafer, Teoretikerns verktygslada, VT05 11 maj 2005
Per Austrin

Detta ar forelasningsanteckningar fran Jakob Nordstroms féreldsning om Ex-
pandergrafer, torsdag 24 mars 2005.

1 Introduktion

P& en intuitiv niva &r en expandergraf en “gles men spretig” graf, en graf med
relativt fa kanter men relativt korta stigar mellan varje par av horn. Expander-
grafer har valdigt manga tillampningsomraden. Nagra av dessa &r:

Niatverksdesign Om man &r intresserad av att konstruera robusta ndtverk,
dér det finns stigar mellan varje par av noder &ven om vissa noder for-
svinner, ar expandergrafer lampliga.

Slumpreduktion av algoritmer Mer om detta i Douglas anteckningar fran
en av Johans foreldsningar.

Felrattande koder Mer om detta i avsnitt 4.

Icke-approximation Expandergrafer &r bl.a. anvindbara for att visa att det
finns en konstant 6 > 0 sa att dverbestdmda linjdra ekvationssystem Gver
de rationella talen med m ekvationer inte kan approximeras inom m? (dér
mattet dr antalet satisfierade ekvationer).

Kryptografi

Beviskomplexitet

2 Notation och definitioner

Sa ldnge inte annat uttryckligen sigs kommer G i dessa anteckningar att be-
teckna en d-reguljiar oriktad graf G = (V, F) med hornméngd resp. kantméngd
V =V(G),E = E(G), dir vi dven tillater multipla kanter och églor (loopar).
For en mingd S betecknar S = V(G) \ S komplementet av S i V(G). Savida
inget annat sigs kommer vi att reservera n for n = |V (G)|.

For tva (inte nodviandigtvis disjunkta) mangder S, T betecknar vi méangden
kanter mellan S och T' som

E(S,T)={(u,v) e E(G)|lue S,veT}. (1)
Definition 1. Kantranden av S ar kanterna som leder ut fran S, d.v.s.
98 = E(S,S). (2)
Definition 2. G har kantexpansion (d,€) om

i >
|glflglr(gnI%’I/\SI > (3)

Med kantexpansionen h(G) for G asyftar vi maximalt mojligt € for 6 = 1/2,
d.v.s.

h(G) = min _[95]/]S], (4)

|S|<n/2
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Figur 1: Petersengrafen

Ezempel 1. Den kompletta (n—1)-reguljira grafen K, har kantexpansion h(K,)
[n/2].

Ezempel 2. Den 3-reguljara Petersengrafen (se figur 1) har kantexpansion h = 1.
Exempel 3. Den m-reguljara booleska hyperkuben C,, pa n = 2™ horn har
ocksa kantexpansion h(C,,) = 1.

Ezempel 4. Om G inte &r sammanhéngande géller h(G) = 0.

Det vi ar ute efter (expandergrafer), dr grafer med hog kantexpansion, men med
sa fa kanter (d.v.s. 1agt virde pa d) som mojligt.

Definition 3. En familj av expandergrafer &r en familj {G; }ien av grafer sddan
att det finns d och € > 0 sadana att

1. G; ar d-reguljar for alla i.
2. |[V(Gy)| = ny for nj—1 < n; <n? |, sig.
3. h(G;) > € for alla ¢

Observera att vi forvisso i exempel 1 och 3 hade odndliga familjer av grafer med
stor kantexpansion, men att gradtalet d inte var konstant.

Definition 4. En familj expandergrafer &r explicit om varje G; kan konstrueras
i tid polynomiell i n; (av en deterministisk Turingmaskin).

Definition 5. En familj expandergrafer ar jdtteezplicit (eng. "very explicit”) om
vi 1 polylogaritmisk tid (med en deterministisk Turingmaskin) i n; kan berikna
den j:te (1 < j < d) grannen till en godtycklig nod v € V(G;).

Ezempel 5. Lat G; = (V;, E;) med V; = Z; x Z;. Fran [z, y] € V; drar vi kanter
till [z +y,y], [* — y,9], [,y + 2], [z,y — z]. Detta &r en jattexplicit familj av
d = 4-reguljira expandergrafer.

Ezempel 6. For p primtal, lat G, = (V,,, E,) med V}, = Z5. Fran z € V,, drar
vi kanter till z @1, z B 1 och !, dir operationerna B och B ar addition och
subtraktion i Z,_1 (representerat av talen 1 till p — 1) och z~! &r inversion.
Detta dr en jattexplicit familj av d = 3-reguljira expandergrafer.

Det &r inte jétteldtt att inse att dessa exempel faktiskt 4r expandergrafer.
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2.1 Andra matt pa expansion

Det sétt pa vilket vi hittills definierat “expansion” for en graf &r pa intet vis
kanoniskt; det finns dven andra rimliga sitt. Ett sddant ar hornexpansionen. Vi
séger att G har hornexpansion (4, €) om

IN(9)I/1S] = e, (5)

min
[S|<6|V(G)|

dar N(S) = {u|finns kant fran v till ndgot horn i S} &r grannarna till S. En
viktiga skillnad mot kantexpansionen &r att vi i N(S) &ven inkluderar horn
vi kan na med hjéilp av kanter som géar inom S. Detta har som f6ljd att alla
d-reguljdra grafer har hérnexpansion € > 1 for alla §. En graf med god hornex-
pansion har ocksa bra kantexpansion:

Pastaende 1. Om G (d-reguljdr) har hérnexpansion (0,14 €) sd har den kan-
texpansion (,¢€).

Bevis. Om |[N(S)| > (1 + ¢)|S| maste S ha kanter till atminstone €[S| horn
utanfor S, d.v.s. E(S,S) > €|S]|. O

En nagot svagare koppling fran kantexpansion till hérnexpansion ges av:

Pastaende 2. Om G (d-reguljir) har kantexpansion (0,€), sd har G hornex-

pansion
é
— 1 d).
<2+e/d’ +E/>

Bewvis. Antag motsatsen, att det finns en méngd S C V(G) sadan att |S] <
5/(2+¢/d)|V] och |N(S)| < (1+¢/d)|S]. Lat T = SUN(S) (notera |S| < |T| <
§|V|. Alla kanter mellan T och T maste komma fran N(S). Det finns totalt
d-|N(S)| < (d+¢€)|S| kanter med nagot horn i |N(S)|, men d-|S| av dem maste
ha andra hornet i .S, varfor vi far att

|E(T,T)| < (d+¢)|S| — d|S| = €[S], (6)
med andra ord .
E(T,T)
— <&, (7)
T
vilket motséger att G &r en (6, €)-kantexpander. O

En trevlig anvdndning av hérnexpansion ar att visa att en graf har lag diameter
(d.v.s. langsta kortaste avstand mellan tva horn i grafen): om G har hérnexpan-
sion (0, €) sa &r det enkelt att visa att diametern av G ar hogst

2logn + logd + log(1 — 9)
log e '

(®)

Det finns naturligtvis &ven fler sidtt att definiera expansion pa, man kan t.ex.
ténka sig att definiera hérnexpansionen som minumum av [N (S)\ S|/|S]| (d.v.s.
hur manga "nya” horn vi kommer till) istéllet. De flesta (alla?) "rimliga” sitt
att definiera expansion pa hinger mer eller mindre ihop (som illustreras av
pastaendena 1 och 2 ovan), det giller bara att man tanker sig for lite och ar pa
det klara med vilken definition man anvinder.
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2.2 Lite linjar algebra

Ett viktigt verktyg for att arbeta med expandergrafer &r linjér algebra, och i
synnerhet grundldggande spektralteori. Vi fraschar upp de grundliggande defi-
nitionerna. Lat A och B vara reella n x n-matriser.

Definition 6. Om det finns 1 € R och en nollskild vektor v sddan att Av = pv
kallas p ett egenvdrde till A och v 4r en motsvarande egenvektor.

Definition 7. Det karaktdristiska polynomet till A &r den formella determinan-

ten
ca(x) =det(zl — A) 9)

Egenvirdena till A ar precis rotterna till ca(z).

Definition 8. Egenrummet E, for egenvirdet p bestar av alla egenvektorer v
till egenvérdet p, samt nollvektorn v = 0.

Det &r enkelt att verifiera att egenrummet E,, ar ett delrum till R". Om A ar
symmetrisk géller dessutom foljande trevliga egenskaper:

e alla rotter till ca(z) (och dérmed alla egenviirden) ér reella.
e egenvektorer svarande mot olika egenvirden &r linjart obereonde.
e dimensionen for egenrummet E,, &r multipliciteten for egenvérdet p.

Definition 9. A och B ar simildra om det finns en inverterbar matris P sddan
att B= P 1AP.

Definition 10. A &r diagonaliserbar om den &r simildr med nigon diagonal-
matris.

Definition 11. A #r ortogonal om A~! = AT,

Definition 12. A ir ortogonalt diagonaliserbar om det finns en ortogonal matris
P sadan att P~YAP ir en diagonalmatris.

Simildra matriser har samma uppséttning egenvirden. Notera att en diagonal-
matris har sina egenvirden pa diagonalen.

Sats (Reella spektralsatsen). Ldt A vara en reell n x n-matris. Foljande villkor
ar ekvivalenta:

e A har en ortonormal mdangd egenvektorer (som dr en bas for R™).
e A dr ortogonalt diagonaliserbar.

o A dr symmetrisk.

3 Grannmatriser och egenvirden

Grannmatrisen A(G) for G &r en n x n-matris dér elementet a,; pa rad ¢ kolumn
J &ar antalet kanter mellan ¢ och j. Notera att grannmatrisen dr symmetrisk och
att den for en d-reguljér graf har varje rad- och kolumnsumma lika med d. Lat
p1 > po > ... > ug, vara egenvirdena till A(G). Vi kallar dessa G:s spektrum.
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Pastaende 3. u; =d.

Bevis. Observera att 1-vektorn dr en egenvektor till A = A(G) med motsvaran-
de egenvirde d. Det racker alltsé att visa att alla egenvirden har absolutbelopp
begransat av d. Lat v vara nagon egenvektor till A med egenvéirde p. Lat v; vara
den koordinat i v som har hogst belopp. Vi har att den i:te koordinaten i A - v
uppfyller

vi] = (A= v)il = Y aiyos| < foil - Y las;| = dluy] (10)
i i

sd |p| < d, som onskat. O

Pastaende 4. Multipliciteten for egenvirdet d i A(G) dr antalet sammanhdng-
ande komponenter i G.

Bevis. Tag en egenvektor v med motsvarande egenvirde p = d. Antag utan
inskrdnkning att v har nagot positivt element (titta pd —v annars). Lat r =
maxwv;, och 1&t I = {i|v; =r}.

For i € I géller

d'Ui:(A"U)i:ZaijUjSzaijrzd'r:d'vi (11)
j=1 j=1

Salunda maste likhet gélla i olikheten, m.a.o. maste vi ha v; = r for alla j sa
att a;; # 0. Detta ger att alla kanter fran ¢ dven har sin andra &ndpunkt i I,
varfor I bestar av en eller flera sammanhéngande komponenter av G.

Lat G bestd av k sammanhdngande komponenter Gi,...,Gy av storlek
[V(G;)| = n;. Genom en lamplig numrering av noderna i G kan A(G) skrivas
som

A1 0 ... 0
0 Ay ... O
0 0 ... A

dar A; = A(G;) ar n; x n;-grannmatrisen till G;. I varje A; har egenvérdet d mul-
tiplicitet ett, eftersom den enda uppséttningen sammanhéngande komponenter
som kan véljas dr G; sjélvt och alla egenvektorer med egenvirde d ddrmed mas-
te vara multipler av 1-vektorn . Men det karaktéristiska polynomet till A kan
skrivas som

k
det(zI, — A) = [ ] det(zI,, — A;). (13)
i=1

Sa multipliciteten for egenvirdet d i A &r summan av multipliciteterna for d i
de olika komponenterna, d.v.s. precis antalet komponenter. O

Pastaende 5. Multipliciteten for egenvirdet —d i A(G) ar antalet samman-
hdngande bipartita komponenter i G.
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Bevis. Antag att p, = —d, och tag en motsvarande egenvektor v. I samma
anda som det foregaende beviset, 14t » = max|v;|, och definiera méngderna
I, ={ilvy=r}och Ig ={i|v;=—r}. Fori € I har vi

n n

—d’Ui = (A . 1})1‘ = Zaijvj > Zaij . (—7“) =—d-r=—-d- Vi (14)

Jj=1 Jj=1

P& samma sdtt som forut maste vi ha likhet i olikheten, och vi inser att alla
utgdende kanter fran ¢ méaste ha sin &ndpunkt i Ir. P4 samma sétt inses att
utgéende kanter fran noder i Iz har sin &ndpunkt i I. Alltsé utgoér I, U Iz en
eller flera bipartita sammanh&ngande komponenter till G. Resten av beviset &r
analogt med slutklammen i foregaende bevis. O

Definition 13. Spektralgapet for G ar p; — po = d — po.

Vi kommer ocksé att vara intresserade av absolutbeloppen av egenvérdena till
A(G), och kommer att beteckna dessa som A1, Ag, ..., A, i fallande storleksord-
ning. Vi har alltsd A\ = |p1| = d, A2 = max(|pu2|, |tn|), och si vidare.

Sats 1. Fdr en d-reguljir graf G gdller

122 < (@) < Vadld— ), (15)

ddr po dr det ndst storsta egenvdrdet till A(G).

Bevis av denna sats (eller liknande) kommer levereras i senare anteckningar av
Douglas fran en av Johans foreldsningar. Intuitivt sdger satsen att grafer dér
andra egenvirdet ar litet har bra expansionsegenskaper.

En annan koppling mellan den nést storsta egenvirdet och egenskapen att
”se slumpvis ut” ges av féljande lemma, som séger att ju mindre det nést storsta
egenvirdet ar, desto nirmare kommer antalet kanter mellan tva godtyckliga
maéangder att vara det férvintade antalet kanter mellan dessa tva méngder i en
slumpgraf.

Lemma 1. Fér alla S, T C V(G) gdller

d|S||T
sy - P <, 1T (16)

Bevis. Lat A = A(G). Vi kan skriva |E(S,T')| som
|E(S,T)| = X:SI—AXTv (17)

dér xy dr den karaktéiristiska vektorn for delméngden U (d.v.s. element i i xy
dr 1 om ¢ € U och 0 annars). Eftersom A &r symmetrisk finns en ortonormal
bas v, vs,...,v, av egenvektorer, dar v; dr en egenvektor till p;, och se till att

vilja basen sd att v1 = (1/y/n,1/y/n,...,1/\/n). Skriv
Xs = Zaivi
i=1
xr = > b
i=1
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Vi far . N
A- XT = Z blAUz = Z biuwi, (18)
i=1

i=1

vilket ger
|E(S,T)| = x§ - A-xr = Zzaibjuj (vi-vj) = Zaibiui, (19)
i=1 j=1 i=1

dar vi utnyttjar att {v;}?, &r en ortonormal bas, d.v.s. att

o v — 1 omi=j
Y10 omi#g

Vi har a1 = xs - v1 = |S|/v/n, och pa samma sitt by = |T'|/+/n. Utnyttjar vi
w1 = d far vi

(s, - 251 Zam (20)

Tar vi absolutbelopp pa detta far vi

[E(S,T)| =

ASITI| I
n 1Y

<2Y laid - bl (21)
=2

eftersom |p;| < Ao for ¢ > 2. Lat a = (a1,...,a,), b = (b1,...,b,). Cauchy-
Swartz olikhet ger att

n

> laal - bl < Ylall - 118l = V/ISIIT; (22)

=2

och vi ar klara. O

4 Tillampning: felrattande koder

Vi erinrar oss att en felrittande kod &r en méngd C' C {0,1}".
Definition 14. Det relativa avstandet for en kod C ar

d
min (®Y) , (23)
z,yeC,x#y n

dar dy(x,y) &r Hammingavstandet.
Definition 15. Informationskvoten for en felrattande kod C' ar log, |C|/n.

Definition 16. En kodfamilj {C,,} 4r asymptotisk bra om alla koder har relativt
avstand och informationskvot stérre &n nagon positiv konstant.

Definition 17. En felrdttande kod &r linjir om den &r ett delrum till {0,1}"
betraktat som ett vektorrum éver Zs.

7/11



Expandergrafer, Teoretikerns verktygslada, VT05 11 maj 2005
Per Austrin

Ett meddelande kan kodas med en linjér kod i polynomiell tid, men avkod-
ning ar generellt sett (for meddelanden som &r sé& forstorda att vi inte langre har
unik avkodning) NP-svart. Vart mal for stunden &r att konstruera asymptotiskt
bra koder dar unikt avkodbara ord kan avkodas i linjar tid.

Lat G = (VL UVg, E) vara en vanster-c-reguljir bipartit graf, Vy, = {a1,...,an},
Vi = {b1,...,bm}, m < n. Vi konstruerar en felrittande kod C' C {0,1}" be-
staende av alla {x1,...,z,} sddana att

Z z; =0 (mod 2) (24)

{ai,bj}€E

for alla 1 < 5 < m. Vi far m stycken villkor pa pariteten av olika c-delméngder
av variablerna. Varje sadant villkor kan hégst halvera méngden giltiga kodord,
varfor |C] > 277,

Definition 18. En bipartit graf G = (VL U Vg, E) ér en (n,m, ¢, d, €)-bipartit
expander om |Vi| = n, |Vg| = m, G &r vinster-c-reguljar och for alla S C V,
med |S| < on géller |[N(S)| > €/S].

Notera att vi hiar anvinder en variant av hérnexpansion anpassad for bipartita
grafer.

Sats 2. Om G dr en (n,n/2,c,0,3c/4)-bipartit expander, si ar C konstruerad
som ovan en kod med informationskvot 1/2 och relativt avstdnd §. Meddelanden
pd avstind < §/2 fran C kan avkodas i linjdr tid.

Bewvis. Informationskvoten torde vara uppenbar. For att visa det relativa avstan-
det, antag motsatsen och tag z,y € C med Hammingavstind dg(z,y) < dn.
Lat S = {i|x; # y; }. D& bade x och y dr kodord maste

Z z;+y; =0 (mod 2) (25)
{a:,b;}EE

for varje b; € Vr, men x; + y; = 1 om och endast om a; € S, varfor vi for
b; € Vg méste ha

> 1=0 (mod?2). (26)

a;€S,(a;,b;)EE

For varje b; € N(S) &r summan ovan icke-tom, varfor det for varje b; € N(S)
méste g minst tva kanter till noder i S. S&lunda har vi E(S, N(S)) > 2N(S),
vilket tack vare G:s expansionsegenskaper ar atminstone 3c|S|/2. Men detta
motsiger att G &r vinster-c-reguljir (vi borde ha E(S, N(S)) = c|S]), varfor vi
drar slutsatsen att z,y € C med dy(z,y) < on inte kan existera.
Avkodningsalgoritmen gar vi inte igenom i detalj. Huvudidén &r att kora
foljande procedur: "sa lange det finns a; med en majoritet av icke-satisfierade
grannar b;, flippa z,;”. Detta klarar indata pa relativt avstand < 6/2 fran C. Att
inse att det kan implementeras i linjar tid ar lite pyssligare, men detta ar alltsa
mojligt. O

Med anledning av denna sats ovan kinner vi oss motiverade att leta reda pa en
bra bipartit expander.

Sats 3. For ¢ > 4 och lampligt val av § > 0 dr en slumpuvis vald graf G en
(n,n/2,¢,0,3c/4)-bipartit expander for alla tillrickligt stora n.
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Bevis. Lat G vara en slumpgraf pa horméngden Vi, U Vg dér vi {6r varje v €
Vi, véljer grannméngden N(v) C Vg oberoende och likformigt bland alla ¢
delméngder till Vg.

Lat P(S,M) = Prg[N(S) C M]. Enligt definitionen av bipartit expander
géller att G inte dr en bipartit expander om det existerar en delméngd S C V,
sddan att |S| < on och [N(S)| < €|S].

Anvénder vi unionsgransen for sannolikheter far vi

Pr[G inte (n,n/2,c,?, €)-expander] < Z Z Z P(S, M) (27)

1<s<én SCVL MCVgr
|S|=s |M|=es

Fixera S C Vi, och M C Vi sidant att |S| = s och |M| = es, och notera att
€s < |Vr| =n/2. D& har vi

o= (YA ()

eftersom () /(1) < (m/n)* for n > m > k. Pluggar vi in detta i ekvation (27)
och uttnyttjar e = 3¢/4 far vi

2 06 E) =

Varje term kan begréinsas med hjélp av (}) < (%)k, och vi far

(V(2) (22)" < () (22)™" ()
3c/4 c]®
- [

[y e o] (a0

D& ¢ > 4 och s < dn far vi att basen i ekvation (30) kan begréinsas av

(n/s)l_c/4 elt3c/4 (30/2)c/4 < §elA1gle/4 (36/2)6/4
= K=K(,c) <1, (31)
om 0 valjs tillrackligt litet. Stoppar vi in ekvationerna (30) och (31) i ekvation
(29) erhéller vi till slut

on
Pr[G inte (n,n/2,c,d,€)-expander] < Z [(n/s)l_c/4 elt3e/4 (3c/2)c/4]

i=1
pl—c/4o143c/4 (30/2)0/4 Z K
i=0
n170/4 el+3c/4 (SC/Q)C/4
1-K ’

IN

(32)

vilket gar mot 0 da n gar mot oo.

Salunda drar vi slutsatsen att en bipartit slumpgraf G med n+n/2 hérn och
vanstergrad ¢ > 4 nistan sikert dr en (n,n/2,c,d,3c/4)-expander nir n — oo
och ¢ tillrackligt litet (valdigt litet). O
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5 Deterministisk konstruktion av bra expander

Ett problem med den bipartita expander vi konstruerade i foregaende avsnitt
ar att vi med en viss (férvisso forsumbart liten) sannolikhet kunde fa en graf
som inte &r en expander, och att det inte finns nagot kint effektivt sétt att
upptécka detta. I detta avsnitt ger vi oss pa att deterministiskt konstruera bra
expandergrafer.

Definition 19. En d-reguljar graf G ar en Ramanujangraf om Ao < 2/d — 1.

Sats 4. Fér alla d > 0, € > 0 gdller
Prqo [)\2 <2vd—1+ e} >1-— n_Q(\/E) (33)

A ena sidan gor denna sats oss vildigt glada; nistan alla grafer &r “néstan
Ramanujangrafer” (och ddrmed bra expandergrafer enligt sats 1). A andra sidan
ar vi inte ett dugg lyckligare, da detta precis som i foregaende avsnitt bara ger
oss mojlighet att konstruera grafer som med véldigt hog sannolikhet har bra
expansionsegenskaper.

Definition 20. Den normaliserade grannmatrisen for G ar A(G), dar i j ar
antalet kanter mellan ¢ och j delat med valensen for v;.

Fér en d-reguljir graf giller att A(G) = A(G)/d, och att alla egenviirden
skalats med en faktor 1/d, eftersom alla valenser &r d.

A kan ses som en 6vergangsmatris for en slumpvandring pa G: om p € R" ar
en sannolikhetsférdelning sa ar A-p férdelningen efter ett steg langs en slumpvis
vald kant.

Definition 21. En graf G &r en [n, d, a]-expander om
1. n=|V(Q)]
2. G ar d-reguljar

3. )\Q(A) § o

Kopplingen till var ursprungliga definition av expandergrafer (definition 3) ges
av sats 1: vi har po(A) < A3(4) < ad, varfor en [n, d, a]-expander har h(G) >
(-

Definition 22. Kvadraten av en graf G ir en ny graf G? = (V(G), E'), dir
u € V har kanter till alla noder som kan néas i tva steg i G, d.v.s.

E' ={(u,v)|Jw s.a. (u,w), (w,v) € E(G) } (34)

Vi har A(G?) = A(G)?, vilket ger att om G #r en [n,d, aJ-expander giller att
G? ér en [n,d?, a?]-expander.

5.1 Sicksackprodukt

Som vi sag i forra avsnittet kan vi pa ett enkelt sétt fran en expandergraf
konstruera en ny expandergraf med béattre expansionegenskaper men mycket
fler kanter genom en ldmplig och naturlig definition av produkten av tva grafer.
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Vart mal dr nu att definiera en annan (d4nnu l&mpligare men mindre naturlig)
produkt pa grafer, som ratt utnyttjad ocksa kommer att hjilpa oss forbéttra
expansionen av en graf, men till mindre kostnad i antal kanter.

Vi kommer att definiera sicksackprodukten G @ H pé grafer G och H som
uppfyller

o G dr |V(H)|-reguljar
e H ar d-reguljar

Definitionen av sicksackprodukten &r en smula invecklad, s& vi ndmner forst vad
man kan anvidnda den till.

Sats (Sicksacksatsen). Ldit G wvara en [n,m,a]-expander och H en [m,d, 3]-
expander. D dr sicksackprodukten G ® H en [nm,d?, o + [3]-expander.

Bevis av sicksacksatsen kommer att finnas i Gustavs anteckningar fran Jakobs
nésta forelasning. Sicksacksatsen hjélper oss att hitta bra expandergrafer:

Sats 5. Lit H vara en [d*,d,1/4]-expander, och definiera

G, = H?
Giy1 = G?@H

Da dr Gy en [d*,d?,1/2])-expander for alla i > 1.

Bevis. G1 = H? ir en [d*, d?,1/16]-expander, och diirmed &ven en [d*, d?,1/2]-
expander. Antag via induktion att G; #r en [d*,d?, 1/2]-expander. Da ir G?
en [d*, d* 1/4]-expander. Antalet horn i H &r lika med valensen for G? och vi
far enligt sicksacksatsen att Gjiq1 &r en [d* - d*, d?,1/4 + 1/4]-expander, som
Onskat. O

Med detta trevliga resultat i bakhuvudet kinner vi oss forhoppningsvis tillrack-
ligt modiga for att definiera sicksackprodukten.

Definition (Sicksackprodukt). Lat G vara en m-reguljar graf med n = |V (G)|.
Ordna kanterna ut fran v € V(G) som el €2, ... e™ (pa nagot kanoniskt sitt).
Lat H vara en d-reguljir graf med V(H) = [m]. Vi definierar sicksackprodukten
G@H = (V x [m], E'), dar

E' = {([v,4], [u,j]) | 3k, 1 (i, k), (1,5) € E(H) Aey = e, } (35)

Intuitivt ersdtter vi varje nod v i G med en "minikopia” H, av H, och drar en
kant fran ett hérn ¢ i H, till ett horn j i H, om (v,u) dr en kant i G och det
finns k i H, sa att (i, k) &r en kant i H, och den k:te kanten fran v i G &r (v, u),
och det finns motsvarande | € H,,.
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