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Deterministisk primtalstestning

Det dir lditt att avgdra om ett givet heltal dr primtal

Hans Block

Teorigruppen
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Primtalstester pa poly-tid

e Agrawal, Kayal och Saxena 2002: Avgor
om 7 ir primtal pad O(log!2 n), djup talteori
e Manga har bidragit
e I dag:
— O(log!%3 n), elementért
— O(logf+°) n), djup talteori
— O(log*o() ), probabilistiskt
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Deterministisk primtalstestning
e Killor och uppldaggning

e Varfor intressant?

e Andra primtalstester

o Karaktarisering av primtal, flera satser
e Algoritmer

 Komplexitet

e Resultat fran analytisk talteori
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Kallor och uppldggning

e Originalartikel, forsta och andra preprint

o Oversiktsartikel av Andrew Granville

— Trevlig att ldsa, men luckor, andra betecktninar och
olikhet at fel hall!

e Daniel J. Bernstein, Riesel, implementation
e Inga bevis 10r resultat 1 analytisk talteori
e Bista resultat bevisas €]

e Huvudpunkter
— Karaktérisering av primtal
— Algoritmer
— Komplexitet
— Analytisk talteori: Frekvenser av vissa primtal

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
Hans Block



Vartor intressant?

e Industriellt behov av primtal

e Komplexitetsfragor

— Skapa algoritmer pa poly-tid (t.ex.
linjarprogrammering)

e Nya grepp pa gammalt omrade
e Gauss: Vetenskapens vardighet

e Personligt intresse
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Industriellt behov

e Sambhillets sdkerhet bygger pa RSA
 RSA behover primtal

 Om inte primtal — dechiffrering misslyckas

— Meddelande M, n = pgr, exponent {0r kryptering e, for
dekryptering d

— Vivill ed=1mod lcd(p-1, g-1, r-1)
— Inte sidkert sant om ed = 1 mod lcd(p-1, gr-1)
 Behov: Manga slumpmissiga primtal — inte alla

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt 7
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Praktiskt?

Behov av primtal om c:a 1000 bitar

Grinser operationer
— Min PC 2-10' per dygn
— Totalt i historien 10%*

log'>n =102, logn=10,n=2"=1000
logé n =102, n =210 =10% | implementerat
log* n: 700 siffror pa en dag (extrapolerat)
Hiir alltid snabb multiplikation O(log n)

Torbjorn Granlund: Skolboksmultiplikation 16nsamt upp
till 1000 bitar

AKS riknar med snabb multiplikation O(log n)

Troligen mycket sdamre, aven om metoden forbéttrats med
en faktor 1000 000

NEJ!
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Komplexitetsfragor

 Platsar sjalvklart bland komplexitetsfragor

e Roligt nar poly-alogoritmer upptacks
— Linjarprogrammering (ellipsoider, projektiva
avbildningar)

e Vad har vi annars gjort pa kursen:
approximera NP-svara problem
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Manga haller pa

e Festligt 10sa riktigt gamla problem

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
Hans Block
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ABSTRACT. “The problem of distinguishing prime numbers from composite
numbers, and of resolving the latter into their prime factors is known to be
one of the most important and useful in arithmetic. It has engaged the industry
and wisdom of ancient and modern geometers to such an extent that it would
be superfluous to discuss the problem at length. Nevertheless we must confess
that all methods that have been proposed thus far are either restricted to very
special cases or are so laborious and difficult that even for numbers that do
not exceed the limits of tables constructed by estimable men, they try the
patience of even the practiced calculator. And these methods do not apply at
all to larger numbers ... It frequently happens that the trained calculator will
be sufficiently rewarded by reducing large numbers to their factors so that it
will compensate for the time spent. Further, the dignity of the science itself
seems to require that every possible means be explored for the solution of a
problem so elegant and so celebrated ... It is in the nature of the problem
that any method will become more complicated as the numbers get larger.
Nevertheless, in the following methods the difficulties increase rather slowly
... The techniques that were previously known would require intolerable labor
even for the most indefatigable calculator.”

—_from article 329 of Disquisitiones Arithmeticae (1801) by C. F. Gauss
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Tidigare primtalstestning

e Miller - Rabin och slumpen

e Miller och Riemanns generaliserade formodan:
— Du klarar Dig nog
— Gar det fel, vinner Du evig &ra!

e Cyklotomisk primtalsbevisning Cohen-Lenstra ...
2000 siffror pa 10'* klockcykler

 Elliptiska kurvor 2000 siffror pa 10! klockcykler

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt 13
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Agrawal, Kayal och Saxena:

Sats

Givet ett heltal n > 2. Lat r vara ett positivt
heltal < n, vars ordning n modulo r ar
> log? n. Da 4r n primtal da och endast da

e n 1nte dr en jJamn potens (av primtal)
 n inte har nagon primfaktor < r

e (x+a)' =x"+amod (n.x —1) for varje
heltal @, 1 < a <\r log n

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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Forbattring

e Det sista villkoret kan ersittas med

l<a< OU)logn  ,
log ¢(r)

— ¢ betyder Eulers funktion

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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Liten motivering

e Pastaende. Antag (a, n) = 1. Da dr n primtal da
och endast da
— (x—a)y'=x*—amodn
* Bevis. n primtal = kongruensen trivialt.
— Antag g primtal, g | n, g* Il n.
— gt delarinte |7
_ (qk, a’9) =1 9
— Koefficienten for x4 #0 mod n ¢

 AKS har polynom av mycket ldgre gradtal

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt 16
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Historia

e Augusti 2002-08 Agrawal, Kayal och
Saxena

e Lenstra 2002-08

e Macaj, Agrawal 2002-12

e Bernstein, Berrizbeitia, Cheng 2003-01
e [ enstra, Pomerance 2003-03

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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Komplexitet

e AvgOr om n dr en jamn potens

* Hitta r; 0 (n) > log” n

e Avgor om gcd(a, n) > 1 for nagota <r

e Giller barnens binominalteorem?

e x+a)'=x"+a modn,x" —1)
—fora=1,2,...,(r-logn)?

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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n jamn potens’?

e Hur manga potenser?
— Hogst 1g n stycken
— Bara primtalsexponenter skall testas

— Inga faktorerin < log? n

(logznyc =n; k= log
2loglogn
— Antal potenser I = log n
2(log log n)2

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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Los ekvationen fix)=x*-n =0

f |

>
/ Xir1 Xi

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
Hans Block



Newton — Raphsons 1teration

Y. = — f(xi)
T k)
0l s T s
R O O A
—x=(x,—x)- f"(x) +
xi+1 (z ) 2]“()6) ..

e Kvadratisk konvergens!

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt 21
Hans Block



Newton — Raphson, heltal

e Vilj startvirde med flytande rikning
* f konvex medfor { x;} avtagande > x

* Avrunda x;, , nedat till heltal
— Avundade sviten dn mer avtagande

— Ar ett viirde < X, s beror det pa avrundningen
— x - I <y :=sista avrundade virdet av x; < x
— Nista virde ar storre dn det foregaende

e Stoppa ndr sviten inte minskar

e Testaomy“=n

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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Slutsats och torenkling

* x heltal < sista avrundade gissningen
uppfyller y* =n
 Om y har sma primfaktorer behdver vi inte

rakna ut potensen, fOr vi letar efter
primtalspotenser

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt 23
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Hur lang tid?

 Multiplikation och division O(log n)
e Kvadratisk konvergens
— O(log log n) steg
— Riakna bara med de siffror som behovs
— O(log k -log n) tid / potens
— O(log? n) tid totalt
« MEN: Stor konstant, daligt startvirde!

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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Riktiga uppskattningar

x.+1—x=xi—x—f(xi)—

l f'(xi)_

=X, —X—

x
k-x
-1 -1
(x. —x) e

X—X
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Mattligt stora n

e Geometrisk konvergens

In2
ln(xl-/x)

X

k
Sista faktorn ar < 2 om [x] >1/2 k<

* Flytande rikning: In(x, / x) > 2%

;11_622<262 n<?

o 153 fall tid hogst O(log? n)

262

logn <

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt 26
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Annu strangare

xi+l—x<(xi—x)-[1— X j:(xi—x)-(l—lj

k . xik—l k

logzn
e k=0(log n) ger att (1 — /1) = O(I/n)

x, —x < O(1)
e Hela berikningen gér pa O(log* n)

e Svarigheten ligger inte hir!
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Hitta r; o (n) > log* n

e Prova for heltal g > log? n:
— Beridkna w (mod ¢g) forj=1, ...., [log? n]
e Sluta da alla dessa rester ar # 1

e Sittr=gq

e Starttid per g: O(log n)

» Tid per potens: O(log r)

e Total tid: O(r - log? n)

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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ogcd(a, n) > 1 for nagot a < r?

e Dividera med primtal < r
— O(r - log n)
e Gcd-berdkning:
— En division log n
— Sedan log r bitar
— I varje steg blir talen nagon bit kortare
— Med snabb division O(log? r)
— Hela beriikningen O(r - log n)

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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Barnens binominalteorem?

e (x+a)' =x"+amod (n,x” —1) for varje
heltal a, 1 < a <r-logn

e Upph0j polynom till n genom
— Successiva kvadreringar
— Multiplicera polynom av grad r med varandra

— Reducera

e Titta pa koefficienter

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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Storsta arbete, naivt

e Antal kongruenser r-logn
e Antal multiplikationer per kongr. log n
e Operationer per polynom r’

 Bitoperationer per multiplikation log? n

o Totalt r>>-log* n

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt 31
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Multiplikation av polynom

. Enpunktsevaluermg Polynomet

e a(x)= Zax e Z|x]: -A<a <A forallai
o ar entydlgt bestamt av viardet1 2A

* Algoritm: Rdkna ut a,, a,, ...
e Evalueraaochbi?2A

e Multiplicera a(2A) - b(2A)
. Aterskapa ab

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt 32
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Multiplikation i (Z/n)/(x" — 1)

o k=|1g m?|

o Lyfttill Z/x]/(x"—1)

e Produktens koefficienter < 2%

e Avbilda till Z /(2 — 1) tid O(kr)

e Multiplicerai Z/(2k"—1)  tid O(kr)= O(r-log n)
e Hitta produkten i Z/x]/(x"-1) tid O(kr)

» Reducera koeff. mod n tid O(rlog n)

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt 33
Hans Block



Storsta arbetet, listigt

e Antal kongruenser r-logn

* Antal multiplikationer per kon. log n

e Multiplikation av polynom r-logn

e Totalt r'=>-log> n

 Totalt algoritmen r'~-log3 n
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Storleken av r

e r>log’n
— Tiden minst O(log® n)
 Ofta finner vi r < 2 log? n, men kan inte
bevisa det
* Elementirt (Chebyshev) r = O(log> n)
— Ger tid O(log!°5 n)
e Fouvry: r = O(log’ n)
— Ger tid O(log’ n)
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Bevis for AKS:s sats

 Ena hallet trivialt

e (Givet n. Antag

— rheltal < n

—d:=0/.(n)>log’n

— n €] primtal

— n saknar delare < r

— n €] jamn potens av primtal

—(x+a)y*=x*+a mod (n,x"— 1) Va; 1 SaS\/r~logn
e Hitta motsagelse

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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Cyklotomiska polynom

e Forsti C
— Enhetsrotter: Rotter till x" =1
¢ e, =2 k=1,2, ...,r-1
— Primitiv enhetsrot ordning r:

e =1, #1Vdlr,d<r
o d.v.s. ek (k r)=1

— Cyklotomiskt polynom ordning d:
e Har de primitiva d:te enhetsrotterna
e grad(D,(x)) = Ad) (Eulers funktion)

x'—1=]],, P,

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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xb—1=
x—1=
x—1=
xP—1=

2005-06-16

Exempel

XC-D- -2+ +x0+x+1)
X-1D-x+x+1)
x-1)-*+xX2+x>+x+1)
x-—1D-x*+x+1)
x-1)-02+x+D-*+X2+x>+x+1)-
(B =X+ X -+ -x+1)
D, (x) - P(X) - P(x) P (X)

Deterministisk primtalstestning.ppt 38
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Alla @, har heltalskoefticienter

e Bevis. Sant {or d = 1. Antag sant for d | d.
e @ (x) x4 -11x1-1

e Polynomen relativt prima, moniska
d
[T, (01 =1

x4 -1
| =D  (x)
[l.,2. 0 ¢
e Alltsa heltalskoefficienter

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt 39
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Mera cyklotomiskt

Alla @ (x) dr irreducibla 6ver Q [x](behovs ej)

Man kan definiera @ ,(x) over F,
®,. (x) och @ . (x) dr relativt prima over F),

— xledd’d™) 1 d”#d”’, har ingen faktor gemensam med
sin derivata, alltsa inga multipla faktorer

® ,(x) behover inte vara irreducibla over F),

Om r dr primtal, sa har alla irreducibla faktorer av
® (x) graden o, (p) (behovdes 1 AKS 1, 2)

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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Skapa en grupp

* renligt forutsittningarna, d :=o,.(n), pl n
A:=[A\r- log nl

* h(x) irreducibel faktor till @ (x), m := grad(h)
e xX+a)y*=x"+a mod(n,x" -1 =

e (x+a)*=x"+a mod (p, h(x))

o ‘F:=Z[x]/(p, h(x)) dr en kropp

* xhar ordning ri ‘f

— x"= 1 mod h(x) enligt def.

~ xl=1,dlr=h)x" -1=T]®,(x)
d'\d

— @ (x) relativt prima = h(x) | @ (x) for nagotd | r =rld

e 7| p"t— 1 (antalet element i gruppen F*)

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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Skapa en grupp

 H: elementen mod (p, x" — 1) genererade av
x,x+1,x+2, ...x+A

e G: cykliska undergruppen till ‘/* genererad
avx, x+1,x+2, ... x+ A

e Allaelement1i G#0
ex+a=0=>x+a)'=0 =2>x"+a=0 =
* X'=-a=x =
e h(x) I x"—x,r=0o(x)=rln-1=n=l modr=
e d =1 Motsagelse.
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Skapa en grupp

* g(x) e H= gx)"=g(x") mod (p, x"— 1)

— ty sant for varje faktor 1 g(x) enligt antagandet
S = {k;g(xk) = g(x)" mod(p,xr —1)7g c H}

*p,nes

— p enligt Fermats lilla sats, n enl. fOrutsittning

e Hitta motsagelse 1or storleken av G!
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Ovre begrinsning for |Gl

e Lemmal.Om g, be S,saabe S
— Definition och insdttning:

— g(x)% =(g(x)*)> =g(x*)> =g((x%)?) =g(x ) mod
(p, x"'— 1)@
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Ovre begrinsning for |Gl

e Lemma2.Om a, b€ Socha=bmodr, sa
a =b mod |Gl.
—u—-vlgu)-gv)V gx) e £[x]
—x =1 1x%0 —11x4—xt1| g(x%) —g(xP)
- 8(x) € H = g(x)* = g(x*) = g(x") = g(x)” mod
(p’ X" — 1)
-g(x) € G =g(x)P =11 F
— G cyklisk, vily g till generator = 1Gl | (a—b) ¢
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En Ovre begriansning av |Gl
* 1 €] jamn potens, €] primtal
e = n'p/; i, j > 0 allaolika
e nmrn=1=@prn=1=
* R = {n'p/ mod r} blir grupp
e Fler dn Rl sddana med 0 <, j < VIRl =

e Tva maste vara kongruenta mod r
e Skillnaden delbar med |Gl =

*1IGKIn p —n'p’ 1< (mp) M —1<n® ™™ -1
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Forbattring

 Visaattn/p € Soch fa 1Gl<n'® -1

— Bevis som forut!
* d:=o0/(n)
e Visa:ae Sochb=a(modn?-1)=be S
e n=1mod r = x”d =x mod (x"—1)
X —1x™ —xlx?—x* g(x")— g(x" Vg e Z[x]

e Om g(x) € H sa enligt lemma 1:

g(0)" = g(x" Yymod(p,x —1)
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Forbattring, forts.

g™ =g(x)mod(p,x" —1),g(x)" " =1mod(p,x" —1)

g(x)" = g(x)" mod(p,x" 1)
—dan?-11b-a
o Alltsa g(x?) = g(x%) = g(x)*=g(x)’ mod (p, x" — 1)
cacelS =>bes
. _ ¢(nd —1%1
e Sittb=n/poch a=np
— @(m) := antal heltal < m relativt prima med m

e aeSenligtlemma l. b =a (modn¢—1)
— Eulers teorem: (¢, m) =1 = ¢ =1 mod m

e sab=n/p eS. ¢
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Undre begransning {or |Gl

* Polynomen [Lcwcsx+a) 4y grad < m ar
alla olika 1 G. Kan ge bra undre grins.

e Lenstra gav ett bittre gradtal : IR

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
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[Lemma 3

e Antag f(x), g(x) € Z[x], fix) = g(x) mod (p, h(x)),
resterna av f och g € G, grad(f), grad(g) < IRI

e Da giller f(x) = g(x) mod (p)

* Bevis.

o Betrakta A(y) := f(y) — g(y) € L[y] reducerati ‘F.

e Omke Ssa

* A(xF) = fixb) —g(x*) = flx)k - g(x)* = 0 mod (p, h(x))
o [xk ke R} rotter till A(y) =0 mod (p, h(x))

e x har ordning i J = rotterna olika

A har = |RI rotter, grad(A) < |RI:

e Alla koefficienter 1 A =0 mod (p, h(x))

e Men inga x 1 koeff. = A(y) =0 mod p ¢
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Slutklam bevis AKS
B = \_@ -log nJ

* IRIZd=o0,(n)>log?nenl ant. = IRI > B

e A>B

e Lemma 3 = Produkterna ger olika element 1 G {0r
varje dkta delmingd av {0,1,2,..., B}

e Alltsdnu: IGl 228+1 -1 >pVR_ |
+ Forut 1Glcn ™ -1
e Motsigelse! ¢

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt 51
Hans Block



Annan undre grins 16r |Gl

G IRI+A
i Lemma3. _ A+1

e Bevis. Kombinatoriskt.
e Betrakta alla element 1 H med grad < [R| < r.
e Eftersom A < r dr de olika mod p.
—(a,n)=11ora<r
—a< A=\r-logn<romr>log’n

— Unik faktorisering 1 Z[x] / p, for vi har Euklides’
algoritm

 Enligt lemma 3 ar de olika1 G.
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Hur manga sadana produkter?

e Placera IRl — 1 faktorer 1 facken 1, x, x — 1,
., X—A.

e * faktor, IRl — 1 stycken

e | vigg mellan fack, A + 1 stycken.

e Antal sitt att valjaut A + 1 stéllen av IRl + A
mojliga: (l R +Aj

A+1
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Slutklam bevis AKS

e V1 har nu:

|RI+A
G > S| R[4l R rlogn-l _
A+1

_ pU0dR)-(/rlogn=1) _  (-/r=1/logn)logRl

N nﬁ-(logm—l S nﬁ S nﬁ

e Vi hade forut: |Gl<n'® —1
 Motsigelse. Alltsa n primtal. ¢
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Anmairkning

e Om A< /rlogn safar viunika elementi G.

e Om a andra sidan

IRIA_1>rNﬁ
A r- logn «/¢(r logn «/IRI-logn_I_l
log r log ¢(7) log | RI

sa far vi motsigelse.

* Arbetet minskar med minst en faktor log r eller
minst 2 log log n.

« Formodligen giller detta dven log® n-metoden
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Hur stora r?

e Lemma 4. Om r > 6, sa finns ett primtal r
e [log’ n, 2-1og> n] for vilket o (n) > log” n
 Bevis. Antag att 0 (n) <1 := log n for alla
primtal 7 i intervallet [N, 2N], N :=1log> n.

il -1) = TIr 1l -1)

r primtal

2" < T]r < H(nl —1)< nZist < !
N<r<2N  i<I
r primtal

2 _ 210g5 n

e Motsigelse. &
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X
In x
e Legendre, Gauss = 1800: Formodan
e Chebyshev 1850: Konstanter

e Hadamard, de 1aVallée-Poussin 1896: Bevis

Primtalssatsen 7(x) =

* Vi kan n6ja oss med nagot enklare

2N o 2N 1 N
>nr= [Inxdz(x)=[nx-z(x0)],™ - [ ~72(x)dx=N-_"—"
N X

N<r<2N N InN
[Ir = e >N

NZ<r<2N
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Elementart

. . . (N
e Réikna primtal 1 ( 2Nj ger

7Z(n)

Am

<12,n=2

r primtal

Resultatet riacker for att hitta » = O(log> n)

e Ursprungliga pastaendet bevisat med rage ¢
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Sophie Germain-primtal

e SG: roch (r—1)/2 bada prin})tal
 Formodan: Asymptotiskt logfx
— D konstanten fOr primtalstvillingar
e Ful motivering:
— Pr(r primtal) = 1/log r
— Pr((r — 1)/2) primtal) = 1/log r
— ”Oberoende hindelser”
~Pr(SG)= P

log? x
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Forvantat antal faktorer

e FOorviantat antal faktorer 1 n: a((n)

e Pr(pln)=1/p |
e E(antalet faktorer) = Zp ~log logn

psn

 Bevis: Elementart eller med hjdlp av
primtalssatsen

—j dr(x) = 7(x) n+T7z(§) dx
X

p<np > X X,

j =~ log log n
bgn szgx
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Forvantad storsta faktor

* n=P(n)-P_(n) ...-P,(n)-P(n), Pn=<P_
(n)<...<P,(n)<P(n)
e s=loglogn

n
s—1=loglo
g gP(n

) =log(log n—log P(n))=

=loglogn+ log[l _log P(n)j =s+ 10g£1 _log P(n)j

logn logn
log(l _log P(n)j _
logn
- log P(n) _ 1
log n e

1
log P(n)=|1——|-logn
e
P( n) ~ n0.632
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Formodan om stora faktorer

For varje 61 intervallet O < 0 < 72 finns ett ¢ = ¢(6)
> (0 sadant att det finns atminstone 2cR/log R
stycken primtal » 1 [R, 2R] {0r vilka R — 1 har en
primfaktor g > r!2+¢ | forutsatt att R ar tillrackligt
stort.

Sant for € < 0,11 (svart)

Sant for 8 < 0,167  (svarare, Fouvry)
Sant for @ < 0,1683 (svarast)
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Manga r med stort o (n)

Lemma 5. Antag formodan sann for nagot 6,
0 < < Y. Antag n tillrackligt stort och att
c(0)R?*? > log n. Da finns minst c¢(&)R / log R
primtal r i [R, 2R] for vilka o (n) > r’**°.
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Bevis

e Latre [R,2R], q|r, g>r'>*Yoch o (n) < r*?

e Det finns N sadana tal. For dessa r giller:
* o(n)l(r-=1)/q
e o(n)<r/q<r=9<(2R)*°

rl H(nm —1):> Hrl H(nm —1)

mS(ZR)I/Z_e mS(2R)1/2_6
> m

1/2-6
RN < Hnm — nmS(ZR) <n
mS(ZR)l/Z_e

N <R"™? .(logn)/log R < c(6)R/log R

Rl—29

e Minst halften av talen blir bra!
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Korrolarium 6.

e Antag formodan sann for nagot €, 0 < € <
172 . - -

| 4
e Sitt p(0) := max 20" 1+20

e Da finns ¢(6); om n tillrackligt stort, sa
finns primtal r < ¢(6) (log n)”9 for vilket
o (n) > log? n.
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Bevis

e Vi kravde forut: logn

220 <c(0)
R26 log n
c(0)

R>c(6)-(log n)uze

° Vl kI'éiV@I’ nu. 1/2+6 1/2+4+6
>R

o.(n)>r > log2 n

R > (logn)Z/(1/2+6?) _ (logn)4/(l+26?)

e Det finns r < 2R
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Sophie Germain-tal

e rochg=(r—-1)/2 bada primtal

c on)=12,q,2g=r—-1

s o(ny)<gesom)=1leller2=rin>-1
e Sant for hogst 2 log n tal

o 1[R,2R] finns 5 R ) SG-tal
\long

* De flesta har o (n) >R /2 >log?n

log? n
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Sitferexempel AKS

0 1/20 |4/(1+26) |p(6) 1,50+ 3
Visat 1 dag 5 10,5
Bevisat 1 art. 0.11 [50/11 [(4/1,22 50/11 {99711
Riesel ? 0,132(3,78 3,16 3,78 8,68
Fouvry 1/6 |3 3 3 7,5
Sophie Germain |1 2 6
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Nastankroppar, definition:

 Givet heltal n, moniskt f(x) € Z[x], grad(f) =
d>1. Z[x]/ (n, x)) dr en ndastankropp med
parametrar (e, v(x)) om

e ¢lnd—1

e v(x)" =1 mod (n, f(x)

e v(x)™ ™4 _1 #r en enhet i Z[x] / (n, fx))
for alla primtal g | e
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Nytt kritertum (Bernstein)

e Givetn = 2. Antag att

- Z[x] / (n, f(x)) dr en ndstankropp med
parametrar (e, v(x)), e > (2d log n)>.

e Da ir n primtal da och endast da

— n Inte ar en jamn potens
d .
—(t=1)" =" —1mod(n, £ (x),£° —v(x)) i Z[x, 1]
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Probabilistisk

e Beviset som forut (tror jag)

 Om n primtal gar det oftast snabbt att hitta
nastankropp

o Testet gar pa O(log* n)
e Kombinera med Miller - Rabin
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Pseudokroppar, definition:

 Givet heltal n, moniskt f(x) € Z[x], grad(f) =
d>1. Z[x]/(n, f(x)) dr en pseudokropp om

 fix")=0mod (n, f(x))
o Xndd/_ x=0 mod (n, f(x))

e x" —x arenenhetiZ[x]/ (n, f(x)) for
alla primtal g | d
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[.enstra och Pomerance

e Givet n = 2. Givet moniskt fix) € Z[x],
grad(f) =d, d € (log” n , n) sa att

- Z[x] / (n, f(x)) ar en pseudokropp.

e Da ir n primtal da och endast da
— n Inte ar en jamn potens

— n inte har nagon primfaktor < d

— (x + a)* =x" + a mod (n, f(x)) {0r varje heltal a,
1<a<A:=vd -log n
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Kommentarer

cd=rf(x)=x" -1

e Bevis som forut

e Berdkningar som forut

» O(log® n)

e Djupa bevis fOr att hitta f

2005-06-16 Deterministisk primtalstestning.ppt
Hans Block

74



