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Betygsgranser: 25 podng ger trea, 35 fyra, 45 femma. Resultatet anslds senast 16 maj pa Nadas anslags-
tavla. Svar ska motiveras och rakningar redovisas!
Hjélpmedel i del 2: Rosa formelsamlingen, Matlabhdftet, Betahandboken, riknedosa. Lycka till!

DEL 2 (40 poéng) (Delas ut ndr DEL 1 limnas in!)

1. Puckelproblem

En symmetrisk puckel har toppvérdet 4 vid » = 0. Vid r = £h har hojden sjunkit
till 1 och vid » = +£2h &r den noll.

a) Det finns ett polynom P(r) av ligsta grad som uppfyller villkoren. Bestim
polynomets koefficienter som funktion av h. (Utnyttja att P(r) dr en jamn funktion.)

b) L&t puckelprofilen interpoleras av naturliga kubiska splines. Av symmetriskil
racker det att betrakta positiva r. Vid r = 0 &r lutningen noll. Berdkna kurvlutning-
en vid r = h och r = 2h och ange splinesuttrycken for 0 <r < h och h < r < 2h.

¢) En annan modell for puckelprofilen ir Q(r) = a + be~“"", och man vill fiven
hér att interpolationsvillkoren ska gélla. Beskriv en fullstindig algoritm (gérna i
Matlab) for bestdmning av de tre parametrarna uttryckta i h.

2. Vasaloppet — en skidloparpuckel

Vasaloppet fran Sélen till Mora ar 9.0 mil. Drygt 15000 skidakare startar samtidigt,
men snart sprids faltet av dkare ut. Koncentrationen (métt i antal l6pare per lingd-
enhet) bildar som figuren visar en puckelkurva, vars topp ror sig mot Mora med
hastigheten 1.1 mil i timmen. Om man bortser fran det sportsliga handlar det om
konvektionsdiffusion och koncentrationen ges da av

12000

C ¢ 9 ¢ 10000

u(x,t) = _eia(wiv) / 8000
t

\/_ 6000

déar vi med enheterna mil 4000

och timme har v = 1.1 2000

samt C = 13000, a =2.3. o

0 Viorg

Med dessa parametervirden blir arean under puckelkurvan (for varje t) 15193 skidakare. I en
kontinuerlig modell dr det svart att tala om en exakt segertid, men efter 4 tim 40 min (medelmattig

segertid) har méangden 1.0 dkare passerat méallinjen.

a) Vasaloppskontrollen Mangsbodarna ligger 2.4 mil fran starten. Blabarssopps-
funktionérerna har det stressigt under den tidsperiod mellan ¢; och to da u-vérdet
dér overstiger 3300 akare/mil vilket motsvarar att en akare i sekunden passerar.
Ge en utforlig algoritm (gérna i Matlab) for berdkning av tidpunkterna ¢; och to.



(4p)

(3p)

b) En mugg innehaller 0.2 liter blabarssoppa. Soppatgéngen Sk,,s i Mangsbodarna
(xpr = 2.4) under den kaotiska tiden mellan ¢, och ty far man genom att multipli-
cera med antal dkare som passerar. Man maste alltsd integrera antalet akare per
tidsenhet, men eftersom u anger antalet l6pare per mil blir en rimlig formel:

to
Skaos = 0.21)/ u(zpr, t) dt.
¢

1
Diskutera nagra lampliga séitt (varav ett ska vara detaljerat) for berékning av sopp-
atgangen Skgos-
c¢) Totala méngden blabdrssoppa som gar at i Méangsbodarna bestdms i teorin
av Sior = 0.20 [ u(zns, t)dt. Vilka dtgirder kan man vidta (med hjélp av sunt
fornuft) for att praktiskt kunna berékna integralen Sy, 7 Foresla en metod som ger
totala soppatgangen med fyra siffrors noggrannhet.

. Lord Rayleighs bravader

Den s kallade struttformeln' forekommer i Lord Rayleighs storverk "The Theory of
Sound” som utreder allt fran fagelkvitter till jordbdvningar och som sd smaningom
gav honom nobelpriset i fysik 1904.

a) Ett mystiskt nattligt hoholjud anses f6lja struttformeln enligt

y" —5y'(1— () +y=0

med y(0) = 1.3, y'(0) = —1, vars 16s-
ningskurva y(t) efter ganska kort tid far
ett periodiskt forlopp enligt figuren.
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Skriv om till ett system av forsta ordningens differentialekvationer och beskriv lamp-
ligt numeriskt forfarande f6r berdkning och uppritning av 16sningskurvan till ¢ = 40.

b) Utvidga algoritmen sa att den ocksa omfattar noggrann bestdmning av period-
tiden (femsiffrig precision 6nskas).

c) I en oscillograf far svingningen styra en ljusstrale i y-led samtidigt som den
paverkas i z-led enligt foljande differentialekvationssystem:

y' =5y’ (1— (")) +y+a/2=0,
" —a2yy —x)=0
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med y(0) = 1.3, ¥’ (0) = -1, z(0) =2, [
z'(0) = 0. Nér « har virdet 0.23 erhalls z ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
figurens kurvor x(t) och y(t). ’ oo m e ®

Oscillografen visar (efter en kort insvingningstid)
en periodisk oOglefigur skapad av koordinaterna .
(z(£), y(t))-
Visa hur omskrivningen till ett forsta ordningens
differentialekvationssystem gors och beskriv till- =
vigagangssittet for att berdkna och rita upp ogle- 7
figuren.
Lord Rayleigh drog slutsatsen att hoho-ljudet maste vara -

ett oglelite. =

'Rayleigh hette Strutt i fornamn.



